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第一章 集合与逻辑

1.元素与集合

（1）集合的元素的性质：确定性、互异性和无序性；

（2）元素与集合的关系： a A ，读作 a属于集合 A； a A ，读作 a不属于集合 A.

②常用的数集：N表示自然数集；Z表示整数集；Q表示有理数集；R表示实数集；表示

空集；C表示复数集.

③集合的表示方法：

集合

.







列举法（多用于有限集）；

描述法（多用于无限集）；

图示法（文氏图）

例如：①列举法： , , , ,z h a n g ；②描述法： 1x x  .

2.集合之间的关系

（1） A B （读作 A包含于 B） B A  （读作 B包含 A）集合 A是集合 B的子集；

特别地， A A ；
,A B

A C
B C


  
.

例：    N Z Q R C .

（2）A=B或
,A B

A B


 



集合 A与集合 B相等；

（3） A B 集合 A是集合 B的真子集.

例：    N Z Q R C .

（4）空集是任何集合的子集，是任何非空集合的真子集.

考点自测

1.用列举法表示集合 , 40,x x a a x  N 为________.

2.已知集合  0,1,2A  ，则集合  ,B x y x A y A    中元素的个数是________.

3.设集合  0,1,2,3A  ，则 A的非空子集的个数为________.

4.方程组
1 0,

2 4 0
x y
x y
  

   
的解集可表示为：

（1） (1,2)； （2） (1,2) ；
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（3） ( , ) 1, 2x y x y  ； （4）
1,
2;

x
y


 

（5）
1

( , )
2

x
x y

y
   
   

，其中正确的为________.

5，设 P，Q为两个非空集合，定义集合  ,P Q a b a P b Q     .若  0,2,5P  ，  1,2,6Q  ，

则 P Q 中元素的个数是________.

6，设集合  1P x x  ，  2 0x x xQ    ，则下列结论正确的是（）

A. P Q B.Q P C. P Q D.Q P

3集合的运算

（1）交集：  A B x x A x B   且 表示集合 A与集合 B的交集；

（2）并集：  A B x x A x B   或 表示集合 A与集合 B的并集；

（3）补集：设 U为全集，集合 A是 U的子集，则由 U中所有不属于 A的元素组成的集合，

叫做集合 A在全集 U中的补集，记作 A，  A x x U x A  且 ；

（4）德摩根定律： A B A B  ； A B A B  .

考点自测

1.已知集合
π 4π2sin , ,
6 3

A y y x x         
，  2, 1,0,2,3B    ，则 A B  ________.

2.已知集合  0.7log ( 1)A x y x   ，集合  2 12 xB y y    ，则 A B  ________.

3.已知集合  lg( 2)M x y x   ，  2 4 0N x x x   ，且 M、N都是全集 R 的子集，则如

图所示 Venn 图中阴影部分所表示的集合为________.

4.已知集合  ( , ) 0A x y x ay a    ，  ( , ) (2 3) 1 0B x y ax a y     .若 A B   ，则实数

a=（）
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A.3 B.-1 C.3 或-1 D.-3 或 1

5.定义  A B x x A x B   且 ， * ( ) ( )A B A B B A   叫做集合的对称差，若集合

 2, 1 3A y y x x      ，
2 1, 1

5
B y y x

x
 

    
 

，则以下说法错误的是（）

A. [2,10]B  B. [1,2)A B 

C. * (1,2] (5,10]A B   D. * *A B B A

4 常用逻辑用语

1.命题

（1）命题是指能判断其真假的语句.

（2）命题有真命题和假命题两类.

2.充分条件与必要条件 小充分大必要

设条件 A和条件 B，若 A B 但反之不成立，则 A是 B的充分非必要条件；

若 B A 但反之不成立，则 A是 B的必要非充分条件；

若 A B 且 B A ，即 A B ，则 A是 B的充要条件；

若 A B 与 B A 都不成立，则 A是 B的既非充分又非必要条件.

3.子集与推出关系

设  A a a p 具有性质 ，  B b b q 具有性质 ，

若 A B ，则 p是 q的充分条件；

若 B A ，则 p是 q的必要条件；

若 A B ，则 p是 q的充分非必要条件；

若 B A ，则 p是 q的必要非充分条件；

若 A B ，则 p是 q的充要条件.

考点自测

1.已知命题 p：存在 xR， 2 1 0ax ax   ，若命题 p是假命题，则实数 a的取值范围为

________.

2.下面的命题中，真命题有（）

① xR，若 2x  ，则 2 3 2 0x x   ； ②a， bR，若 2 2 0a b  ，则 a，b都为 0；

③两个有理数的和是有理数； ④ 6x  或 4x   ，则 1 5x   .

A.1 个 B.2 个 C.3 个 D.4 个
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3.若集合  23,A a ，集合  2,4B  ，则“ 2a  ”是“  4A B  ”的（）

A.充分非必要条件 B.必要非充分条件

C.充要条件 D.既非充分又非必要条件

4.二次函数 2 ( 0)y ax bx c a    的值恒为正值的充要条件是（）

A. 2 4 0b ac  B. 2 4 0b ac 

C. 0a  ， 2 4 0b ac  D. 0a  ， 2 4 0b ac 

5.已知命题
1: 2
2

xp
x





，命题 :| 2 | 2q x a  ，若命题 p是命题 q的充分非必要条件，求实数

a的取值范围.

5 反证法

1.要判断命题“若 ，则  ”是假命题，只要存在一个满足条件 但是不满足结论  的对象

就可以了，要判断命题“若 ，则  ”是真命题，就需要证明所有满足条件 的对象都满

足结论  .

2.证明“若 ，则  ”形式的命题时，首先假设结论  不成立（  为假），然后经过正确的

逻辑推理得出矛盾，从而说明“  为假”是不可能发生的，即结论  是正确的，这样的证

明方法叫反证法.

3.反证法证明一个“若 ，则  ”形式的命题的步骤：

第一步：假设命题的结论  不成立；

第二步：经过正确的推理，得出矛盾；

第三步：因此假设不正确，声明结论  是成立的.

4.反证法之所以是正确的推理模式，是因为如果假设“  不成立”是真的，那么经由正确的

推理，得到的应该都是真命题，然而一对矛盾不可能都是真命题，所以情况只能是“  不成

立”是假的，也就是“  是成立的”.

5.一些常用的否定形式

陈述句  的否定形式

1x  1x 

1x  或 1y  1x  且 1y 

至少有 2 个 最多有 1 个
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所有的 a A 满足性质 p 至少存在一个 a A 不满足性质 p

所有的 a A 不满足性质 p 至少存在一个 a A 满足性质 p

考点自测

1.用反证法证明：存在 xR， cos 1x  ，应先假设：______________________.

2.已知实数 x、y满足 2x y  ，则下列结论的证明更适合用反证法的是（）

A.证明 1xy  B.证明 x、y中至少有一个不大于 1

C.证明 2 2 2x y  D.证明 x、y可能都是奇数

3.用反证法证明命题“已知 xR， 2 1a x  ， 2 2b x  ，则 a、b中至多有一个不小于 0”

时，假设正确的是（）

A.假设 a、b都不大于 0 B.假设 a、b至多有一个大于 0

C.假设 a、b都小于 0 D.假设 a、b都不小于 0

4.A、B、C是△ABC的内角， A B   ， B C   ， C A   ，则 、  、  一定（）

A.都大于
2π
3

B.都不大于
2π
3

C.都小于
2π
3

D.有一个不小于
2π
3

5·定义方程 ( ) '( )f x f x 的实数根 0x 叫做函数 ( )f x 的“新驻点” .如果函数 ( )g x x 与

( ) ln( 1)h x x  的“新点”分别为 、  ，那么 和  的大小关系是（）

A.  B.  C.  D.不能确定
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第二章 等式与不等式

1.一元二次方程的解集

一元二次方程的解也叫做一元二次方程的根.一元二次方程的解（根）的集合叫做一元二次

方程的解集.

一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a    的解集由其判别式 2 4b ac   的符号决定：

（1）当 0  时，解集为
2 24 4,

2 2
b b ac b b ac

a a

  
 
 





   




，简记为

2 4
2

b b ac
a

  
 
 

 




；

（2）当 0  时，解集为
2
b
a

  
 

；

（3）当 0  时，解集为 .

2.一元二次方程的根与系数关系（韦达定理）

设 2 0( 0)ax bx c a    的两根为 1x ， 2x ，则 1 2
bx x
a

   ， 1 2
cx x
a

 .

3.以 1x ， 2x 为根的一元二次方程是 1 2( ) ( ) 0x x x x   ，展开代入两根和与两根积，仍得到方

程 2 0( 0)ax bx c a    .

4.一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a    的两根为 1x ， 2x ，则 1 2 | |
x x

a


  .

考点自测

1.已知方程 22 4 3 0x x   的两个根为 1x 、 2x ，则
1 2

1 1
x x
  ________.

2.已知二次函数 2 4y x x k   的图像与 x轴交点的横坐标分别为 1x 和 2x ，且 1 2 8x x  ，则

k=________.

3.若 tan 、 tan  是方程 2 6 7 0x x   的两个根，则 tan( )   ________.

4.等比数列 na 中， 4a 与 8a 是函数 2( ) 5 2f x x x   的两个零点，则 3 9a a 的值为________.

5.若不等式 2 0ax bx c   的解集为
1 ,3
2

  
 

，则 2 0b cx x
a a

   成立的一个必要非充分条件

是（）

A. 1 3
2

x   B. 1 0
2

x   C. 13
2

x   D. 1 6x  

6.已知关于 x 的一元二次方程 1 2 1 2( ) ( ) 0( 0, )a x x x x a x x      与关于 x 的一元一次方程
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0dx e  有一个公共解 1x x ，若一元二次方程 1 2( )( ) ( ) 0a x x x x dx e     有两个相等的

实数根，则（）

A. 1 2( )a x x d  B. 2 1( )a x x d  C. 2
1 2( )a x x d  D. 2

2 1( )a x x d 

考点自测

1.若 0a b  ，则下列不等式中，一定不成立的是（）

A. 1 1
a b a




B. 1 1
a b
 C. 2a b

b a
  D. | | | |a b

2.若 0a b  ， 0m  ，则下列不等式成立的是（）

A. 2 2am bm B. 1m
b a




C. a m a
b m b





D. 2 2

a m b m
a b
 



3.已知 1 0 1a b c      ，则下列不等式一定成立的是（）

A. 2 2b c a  B. 1ab c
ab

  C. 1 1 1
b a c
  D. 2b ab bc ac  

4.已知三个不等式：

（1） 0ab  ；（2） c d
a b
 ；（3） bc ad .

以其中两个作为条件，余下一个作结论，则组成真命题的个数为（）

A.0 B.1 C.2 D.3

3 一元一次不等式（组）及一元二次不等式的求解

1.一元一次不等式（组）

仅含有一个未知数，并且未知数最高次数是一次的整式不等式叫做一元一次不等式，任

何一元一次不等式都可以根据不等式的基本性质化为 ax b 的形式.

（1）如果 0a  ，那么 ax b 的解集为 ,b
a

  
 

；

（2）如果 0a  ，那么 ax b 的解集为 , b
a

  
 

；

（3）如果 0a  ， 0b  时，不等式的解集为， 0b  时，不等式的解集为 R.

两个或两个以上一元一次不等式组成不等式组，这几个一元一次不等式的解的公共部分叫做

这个一元一次不等式组的解.

2.一元二次不等式

一般地，只含有一个未知数且未知数的最高次数为二次的不等式，叫做一元二次不等式.

一元二次不等式的求解

2 0( 0)ax bx c a    2 4 0b ac    2 4 0b ac    2 4 0b ac   
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的根的判别式

2 ( 0)y ax bx c a   

的图像

2 0( 0)ax bx c a   
有两个不同实根

1 2x x

有两个相同实根

1 2x x
无实根

2 0( 0)ax bx c a   
解集为

21( , ) ( , )x x 

解集为

21( , ) ( , )x x 
解集为 R

2 0( 0)ax bx c a    解集为 1 2( , )x x 解集为 解集为

2 0( 0)ax bx c a   
解集为

21( , [ , )]x x 
解集为 R 解集为 R

2 0( 0)ax bx c a    解集为 1 2[ , ]x x 解集为 1x 解集为

考点自测

1.已知命题：“存在 xR， 2 2 0ax ax   ”为假命题，则实数 a的取值范围是________.

2.集合  2 4 3 0A x x x    ，  2B x y x   ，则 A B  ________.

3.函数 2
4( ) log ( 2 3)f x x x    的单调增区间为________.

4.已知复数 ( 4)i( )z a a a   R （i 为虚数单位），若 2 2z  ，则实数 a的值为________.

5.已知关于 x的方程 2 0( , )x bx c b c   R 在[ 1,1] 上有实数根，且满足 0 3 3b c   ，则 b

的取值范围是________.

4 基本不等式及其应用

1.平均值不等式
2

a b ab


（1）不等式成立的条件： 0a  ， 0b  .

（2）等号成立的条件：当且仅当 a b 时取等号.

（3）其中
2

a b
称为正数 a，b的算术平均值， ab称为正数 a，b的几何平均值.

基本不等式可以用来求最值，但要注意条件的满足：一正、二定、三相等.
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如：已知实数 a， 0b  ，则

若 ab p （常数），则当且仅当 a b 时， a b 有最小值 2 p ；

若 a b s  （常数），则当且仅当 a b 时， ab有最大值
2

4
s .

2.三角不等式 a b a b   ，当且仅当 0ab  时等号成立.

考点自测

1.判断正误（在括号内打“√”或“×”）.

（1）当 0a  ， 0b  时， 2a b ab  .（）

（2）两个不等式 2 2 2a b ab  与 2a b ab  成立的条件是相同的.（）

（3）函数
1y x
x

  的最小值是 2.（）

（4）函数
4( ) sin

sin
f x x

x
  的最小值为 2.（）

（5） 0x  且 0y  是 2x y
y x
  的充要条件.

2.若不等式 2 2 ( )x xy a x y   对一切正实数 x，y恒成立，则实数 a的最小值为________.

3.已知 1x   ， 0y  且满足 2 1x y  ，则
1 2

1x y



的最小值为________.

4.已知实数 a，b，c成等差数列，则点 (2, 1)P  到直线 0ax by c   的最大距离是（）

A. 2
2

B.1 C. 2 D.2
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第三章 函数的概念及其基本性质

3.1 函数的概念

一个 x对应一个 y才是函数；函数三要素：定义域 值域 解析式

考点自测

1.判断下列函数是否是相同函数？

（1） 5 5y x 与 2y x ；（）

（2） ln exy  与 lne xy  ；（）

（3） ( 1)( 3)
3

x xy
x

 



与 1y x  ；（）

（4） 0y x 与 0

1y
x

 ；（）

（5） 3
3

xy
x





与
3
3

xy
x





；（）

（6） 2lgy x 与 2lgy x ；（）

（7） 2( ) 2 1f x x  与 2( ) 2 1g t t  ；（）

（8） cosy x 与 cosy x .（）

2.已知 ( ) 2f x x  ，
3( )

2
xg x

x





，则 (( )) gf x x  ________.

3.设
81

2 , 1
( )

log , 1,

x x
f x

x x

  


且
1( )
4

f x  ，则 x  ________.

4.若函数 ( )f x 满足定义域为 D，值域也为 D，就称 ( )f x 为“优美函数”.试写出能满足“若

( )f x 是优美函数，则 (0) 0f  ”为假命题的一个函数是________.

5.求下列函数的定义域：

（1）
21

lg(| | )
xy

x x





；

（2） 0
0.5

1log (2 3)
5

xy x
x


  


.

3.2 函数的奇偶性

1.偶函数
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定义：（1）定义域关于原点对称（2） ( ) ( )f x f x 

性质：（1）图像关于 y 轴对称

2.奇函数

定义：（1）定义域关于原点对称（2） ( ) ( )f x f x  

性质：（1）图像关于原点轴对称 （2）若 x=0 在定义域内，则 f(0)=0

3.判断函数奇偶性的方法

首先判断定义域是否关于原点对称，再判断 f(x)与 f(-x)的关系，

考点自测

1.若函数
13
3

x
xy a   为偶函数，则 a=________.

2.已知函数 ( ) ( ) 2 1f x g x x   为奇函数，若 ( 1) 7g   ，则 (1)g  ________.

3.已知 ( )f x 是定义域为 R的偶函数，当 0x  时， 2( ) 4f x x x  ，那么，不等式 ( 2) 5f x  

的解集是________.

4.已知 ( )y f x 是偶函数，则函数 ( 1)y f x  的图像的对称轴是直线（）

A. 1x  B. 1x   C. 1
2

x  D. 1
2

x  

5.设 ( )f x 是 R上的任意函数，则下列叙述正确的是（）

A. ( ) ( )f x f x 是奇函数 B. ( ) ( )f x f x 是奇函数

C. ( ) ( )f x f x  是偶函数 D. ( ) ( )f x f x  是偶函数

3.3 函数的单调性与最值

1.函数的单调性

（1）单调函数的定义

对于定义在 D上的函数 ( )y f x ，设区间 I是 D的一个子集，对于区间 I上的任意给定

的两个自变量的值 1x ， 2x 当 1 2x x 时，如果总有 1 2( ) ( )f x f x ，那么就称函数 ( )y f x 在区

间 I上是增函数，特别地，如果总有 1 2( ) ( )f x f x ，就称函数 ( )y f x 在区间 I上是严格增

函数 注意有平坦就不严格，没平坦就严格

2.函数的最值

函数 ( )y f x 在 0x 处的函数值是 0( )f x ，对于定义域内任意给定的 x，如果 0( ) ( )f x f x
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都成立，那么 0( )f x 叫做函数 ( )y f x 的最小值；相反，如果 0( ) ( )f x f x 都成立，那么 0( )f x

叫做函数 ( )y f x 的最大值.

考点自测

1.若函数 ( )f x 满足“对任意 1x ， 2x R ，当 1 2x x 时，都有 1 2( ) ( )f x f x ”，则满足

(2 1) (1)f x f  的实数 x的取值范围为________.

2.已知
2( )

1
f x

x



， [2,6]x ，则 ( )f x 的最大值为________，最小值为________.

3.若函数 (2 1)y k x b   在 R上是严格减函数，则 k的取值范围是________

4.“ 1a  ”是“函数 ( )f x x a  在区间[1, ) 上为严格增函数”的（）

A.充分非必要条件 B.必要非充分条件

C.充要条件 D.既非充分又非必要条件

5.已知 x， yR，且 0x y  ，则（）

A. 1 1 0
x y
  B. sin sin 0x y  C. 1 1 0

2 2

x y
       
   

D. ln ln 0x y 

6.下列命题中正确的命题是（）

A.若存在 1x ， 2 [ , ]x a b ，当 1 2x x 时，有 1 2( ) ( )f x f x ，则说函数 ( )y f x 在区间 [ , ]a b 上

是增函数

B.若存在 [ , ]ix a b （ 1 i n  ， 2n  ， i、n 为正整数），当 1 2 3 nx x x x    时，有

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )nf x f x f x f x    ，则说函数 ( )y f x 在区间[ , ]a b 上是增函数

C.函数 ( )y f x 的定义域为 [0, ) ，若对任意的 0x  ，都有 ( ) (0)f x f ，则函数 ( )y f x 在

[0, ) 上一定是减函数

D.若对任意 1x ， 2 [ , ]x a b ，当 1 2x x 时，有 1 2

1 2

( ) ( ) 0f x f x
x x





，则说函数 ( )y f x 在区间 [ , ]a b

上是增函数

3.4 函数图像的变换

1.平移变换 左加右减上加下减

（1）水平平移： ( )( 0)y f x a a   的图像，可由 ( )y f x 的图像向左（+）或向右（—）

平移 a个单位而得到.

（2）竖直平移： ( ) ( 0)y f x b b   的图像，可由 ( )y f x 的图像向上（+）或向下（—）平
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移 b个单位而得到.

2.对称变换

（1）函数 ( )y f x  的图像，可以将函数 ( )y f x 的图像关于 y轴对称得到.

（2）函数 ( )y f x  的图像，可以将函数 ( )y f x 的图像关于 x轴对称得到.

（3）函数 ( )y f x   的图像，可以将函数 ( )y f x 的图像关于原点对称得到.

（4）函数 ( )x f y 的图像，可以将函数 ( )y f x 的图像关于直线 y x 对称得到.

（5）函数 (2 )y f a x  的图像可以将函数 ( )y f x 的图像关于直线 x a 对称得到.

3.翻折变换

（1）作出 ( )y f x 的图像，将图像位于 x轴下方的部分以 x轴为对称轴翻折到上方，其余

部分不变，得到 ( )y f x 的图像.

（2）作出 ( )y f x 在 y轴上及 y轴右边的图像，并作 y轴右边的图像关于 y轴对称的图像，

即得 ( )y f x 的图像.

4.（1）若 ( )f x 对任意 x满足 ( ) ( )f a x f b x   ，则 ( )f x 的图像关于直线
2

a bx 
 对称.特

别地当 0a b  时，该函数为偶函数；

（2）若 ( )f x 对任意 x满足 ( ) ( )f a x f b x c    时，则 ( )f x 的图像关于点 ,
2 2

a b c 
 
 

对称.

特别地当 0a b  时，该函数为奇函数；

考点自测

1. 作出下列函数的图像：

①
3

| |
xy
x

 ；②
2
1

xy
x





；③ lg( 1)y x  .
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第四章 幂函数、指数函数与对数函数

4.1 幂与指数

1.指数幂的概念拓展：

（1）正整数指数： n

n

a a a a   
个

（n为正整数）；

（2）零指数： 0 1( 0)a a  ；

（3）负整数指数：
1n
na
a

  （ 0a  ，n为正整数）；

（4）分数指数：
m

n mna a （ 0a  ，m，n为正整数且 1n  ）；

（5） 1 1m
n

m n m
n

a
aa


  （ 0a  ，m，n为正整数， 1n  ）.

2.指数幂运算性质：

对任意给定的正数 a，b及实数 s，t，有

（1） s t s ta a a  ； （2）
s

s t
t

a a
a

 ； （3） ( )s t sta a ； （4） ( )t t tab a b .

3.指数幂的基本不等式定理：

当 1a  ， 0s  时， 1sa  .

1.化简：

2
2 33

1 1
3 2

( )a b b

a b



 ________（其中 0a  ， 0b  ）.

2.设 2 17 1 8n m   （m，n为正整数），则 2 17 1 8n m    ________.

3，若 1a  ， 0b  ，且 2 2b ba a  ，则 b ba a  ________.

4.已知正实数 x，y满足 2 4 (2 )x y x y  ，则 x y 的最小值为________.

5.用分数指数幂表示下列各式（ 0a  ， 0b  ）：

（1） 3 4a a ；

（2） a a a ；

（3） 3 2 3a a ；

（4） 2 33( )a ab .
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4.2 幂函数

1.幂函数的定义

形如 ay x 的函数称为指数 a的幂函数.

注意：暴函数的底数是变量 x，系数是 1，高中阶段指数取有理数 a.

2.幂函数的图像与性质

所有的幂函数在 (0, ) 都有定义，并且函数图像都通过点 (1,1) .

（1）当 0  时，如图：

①图像都通过 (0,0) ， (1,1)；

②在第一象限内，函数值随 x的增大而增大（增函数）.

（2）当 0  时，如图：

①图像都通过点 (1,1)；

②在第一象限内，函数值随 x的增大而减小（减函数）；

③在第一象限内，图像向上与 y轴无限地接近，向右与 x轴无限地接近.

设幂函数 y x 的指数
q
p

  ，其中 p，q互素.

当 p是偶数时， y x 的定义域关于原点不对称，故它是非奇非偶函数；

当 p是奇数时，如果 q是偶数，那么 y x 是偶函数；如果 q是奇数，那么 y x 是奇函数.

考点自测

1.已知
1 1 12, 1, , , ,1,2,3
2 3 2

      
 

.若函数 ( )f x x 在 (0, ) 上严格减且为偶函数，则

  ________.

2.若函数 1( ) | 1| mf x m x   是幂函数，则 m=________.
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3.已知 2( ) 4 5f x x mx   在  2, 上是增函数，则实数 m的取值范围是________.

4.幂函数 3 5( ) ( )mf x x m N 在 (0, ) 上是减函数，且 ( ) ( )f x f x  ，则 m等于________.

5.已知幂函数 ( )y f x 的图像经过点
14,
2

 
 
 

，则 (2)f （）

A. 1
4

B.4 C. 2
2

D. 2

6.已知幂函数
1
2( )f x x


 ，若 ( 1) (10 2 )f a f a   ，则 a的取值范围是________.

4.3 指数函数

1.指数函数的定义

形如 xy a （ 0a  且 1a  ）的函数称为底为 a的指数函数，其中 x是自变量，函数定义域

为 R.

2.指数函数图像与性质

xy a 1a  0 1a 

图像

性

质

定义域 R

值域 (0, )

过定点 (0,1)

单调性 在 R上是严格增函数 在 R上是严格减函数

函数值的变

化特征

当 0x  时， 1y  ；当 0x  时，

0 1y 

当 0x  时，0 1y  ；当 0x  时，

1y 

（1）指数函数的图像都经过点 (0,1) ，且图像都在第一、二象限；

（2）指数函数都以 x轴为渐近线（当 1a  时，图像向左无限接近 x轴，当 0 1a  时，图

像向右无限接近 x轴）；

（3）对于相同的 a（ 0a  ，且 1a  ），函数 xy a 与 xy a 的图像关于 y轴对称；

（4）指数函数在第一象限按逆时针方向底数依次增大.

考点自测

1.当 0a  且 1a  时，函数 2 3( ) xf x a   的图像必过定点________.
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2.若指数函数 ( ) ( 2) xf x a  为减函数，则实数 a的取值范围为________.

3.设函数

1

1
3

e , 1,
( )

, 1,

x x
f x

x x

  
 

则使得 ( ) 2f x  成立的 x的取值范围是________.

4.已知函数 ( ) 2 1xf x x   ，则不等式 ( ) 0f x  的解集是（）

A. ( 1,1) B. ( , 1) (1, )  

C. (0,1) D. ( ,0) (1, ) 

4.4 对数及其运算

1.对数的定义：在 0a  ， 1a  ，且 0N  的条件下，唯一满足 xa N 的数 x，称为 N以 a

为底的对数，并用符号 loga N 表示，而 N称为真数.

2.指数式与对数式的互化

log ( 0, 1, 0)b
aa N N b a a N      .

3.当 0N  时，
log

log
log

a
b

a

N
N

b
 .

4.对数恒等式

loga Na N （ 0a  ，且 1a  ， 0N  ）； log n
a a n .

5.对数的四则运算法则

若 0a  且 1a  ， 0M  ， 0N  ，则

（1） log ( ) log loga a aMN M N  ；

（2） log log loga a a
M M N
N

  ；

（3） log log ( )c
a aN c N c R ；

（4） log log ( , )m
n

aa

nN N n m
m

 R .

6.常用对数和自然对数

以 10 为底的对数 10log x，叫做常用对数，简记为 lg x .以无理数 e 为底的对数叫做自然对数，

记作 elog x，简记为 ln x，其中 e=2.718….

考点自测

1.已知 x，y为正实数，则（）
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A. lg lg lg lg2 2 2x y x y   B. lg( ) lg lg2 2 2x y x y  

C. lg lg lg lg2 2 2x y x y   D. lg( ) lg lg2 2 2xy x y 

2.已知 2log 9 a ， 2log 5 b ，则 2log 75用 a，b表示为（）

A. 2 2a b B. 12
2

a b C. 1 ( )
2
a b D. 1 2

2
a b

3.设 2 5x y m  ，且
1 1 2
x y
  ，则 m的值是________.

4.5 对数函数

1.对数函数的图像与性质

定义
当底数 a固定，且 0a  ， 1a  时，x以 a为底的对数 logay x 称为底为 a

的对数函数

定义域 (0, )

值域 ( , ) 

图像

性

质

奇偶性 非奇非偶函数

单调性 在 (0, ) 上是严格增函数 在 (0, ) 上是严格减函数

范围
当 1x  时， 0y  ；当 0 1x  时，

0y 

当 0 1x  时， 0y  ；当 1x  时，

0y 

定点 (1,0)

考点自测

1.函数 2
2 11 log
3
xy
x


 


的定义域是________.

2.若函数 2 5lg ( 2)
4

y x k x      
的定义域为 R，则 k的取值范围是________.

3.若函数 ( ) log 4a
af x x
x

    
 

（ 0a  且 1a  ）的值域为R，则实数 a的取值范围是________.

4.在函数 2
1
2

( ) log ( 2 3)f x x ax   中，若函数在 ( ,1) 上为增函数，则实数 a的取值范围是

________.
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5.函数 2
2log
2

xy
x





的图像（）

A.关于原点对称 B.关于直线 y x  对称

C.关于 y轴对称 D.关于直线 y x 对称

6.函数 2log 1y x  的单调减区间为________，单调增区间为________.

7.已知函数 ( ) lgf x x ，若 a b 且 ( ) ( )f a f b ，则 a b 的取值范围是（）

A. (1, ) B. [1, ) C. (2, ) D. [2, )

4.6 用函数的观点求解方程与不等式

1.函数的零点

（1）函数零点的定义

如果存在实数 c D ，使得 ( ) 0f c  ，就把 x=c叫做该函数的零点.

（2）函数零点与方程根的关系

方程 ( ) 0f x  有实数根函数 ( )y f x 的图像与 x轴有交点函数 ( )y f x 有零点.

2.零点存在性定理

如果函数 ( )y f x 在区间 [ , ]a b 上的图像是一段连续曲线，并且有 ( ) ( ) 0f a f b  ，那么，

函数 ( )y f x 在区间 ( , )a b 上至少存在一个零点.即存在 ( , )c a b ，使得 ( ) 0f c  ，这个 c也就

是方程 ( ) 0f x  的根.

3.二分法

通过每次把 ( )y f x 的零点所在的小区间收缩一半的方法，使区间的两个端点逐步逼近函数

的零点，以求得零点的近似值.

考点自测

1.函数 ( ) ln 2 6f x x x   的零点在区间 1)( )( ,aa a Z 内，则 a=________.

2.已知函数 2( )f x x x a   在区间 (0,1) 上有零点，则实数 a的取值范围是________.

3.函数
1
2 1( )

2

x

f x x     
 

的零点的个数为（）

A.0 B.1 C.2 D.3

4.函数 3( ) 2 2xf x x   在区间 (0,1) 内的零点个数是（）

A.0 B.1 C.2 D.3
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5.若关于 x的方程 22 3 0x x mx    有两个不相等的实数根，则实数 m的取值范围是

6.已知函数
e , 0,

( )
lg( ), 0,

x x
f x

x x
 

 
 

若关于 x的方程 2( ( )) ( ) 0f x f x t   有三个不同的实根，则

t的取值范围为

第五章 导数及其应用

5.1 导数的概念及运算

1.导数的概念

（1）函数 ( )y f x 在 0x x 处的导数函数 ( )y f x 在 0x x 处的导数 0'( )f x ，是函数在 0x x

附近的平均变化率 0 0( ) ( )f x h f x
h

 
，当 h趋近于 0 时所趋近的稳定值，记作

0 0
0 0

( )
' lim

( )
( )

h

f x h f x
f x

h

 
 .

把自变量 0x 对应到 0'( )f x 所给出的函数记作 '( )y f x ，称为 ( )y f x 的导函数，简称导数.

2.导数的几何意义

对于曲线 ( )y f x ，函数 ( )y f x 在 0x x 处的导数 0'( )f x 就是曲线 ( )y f x 在点 0 0( , ( ))x f x

处 切 线 的 斜 率 . 相 应 地 ， 函 数 ( )y f x 在 点 0 0( , ( ))x f x 处 的 切 线 方 程 为

0 0 0( ) ( )( )'y f x f x x x  .

注意：曲线 ( )y f x 过点 0 0( , )P x y 的切线，点 P不一定是切点，切线可能有多条.

3.基本初等函数的导数

原函数 导函数

( )f x C （C为常数） '( ) 0f x 

( )f x x （ 为常数） 1'( )f x x 

( ) xf x a '( ) ln ( 0)xf x a a a 

( ) exf x  '( ) e xf x 

( ) logaf x x （ 0a  ，且 1a  ）
1'( )
ln

f x
x a

 （ 0a  ，且 1a  ）

( ) lnf x x 1'( )f x
x


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( ) sinf x x '( ) cosf x x

( ) cosf x x '( ) sinf x x 

4.导数的运算法则

（1） ( ( ) ( )) ' '( ) '( )f x g x f x g x   ；

（2） ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'f x g x f x g x f x g x  ；

（3） 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) (

''
(

'
))

f x f x g x f x g x
g x g x

  
 

 
，

其中 ( ) 0g x  .

5.简单复合函数的导数

（1） ( ( )) ' '( )Cf x Cf x ；

（2） ( ( )) ' '( )f ax b af u  ，其中u ax b  .

考点自测

1.函数 2( )f x x 在 1x  处的导数为________.

2.已知 2 )( () '2f x xf xx   ，则 '(0)f  ________.

3.若 ( ) ln(2 5)f x x  ，则 '( )f x  ________.

4.已知 3)2( f ，则 


 h
hfhf

h 3
)2()32(lim

0

5.下列各式正确的是（）

A. πsin cos
3 3

π'   
 

B. (cos ) ' sinx x C. '(sin ) cosx x D. 5 5( ) ' 5x x  

6. 已 知 函 数 ( )f x 的 导 函 数 为 '( )f x ， 且 满 足 关 系 式 2( ) 3 '(2) lnf x x xf x   ， 则

'(2)f  ________.

7.已知函数 ( ) lnf x x x .若直线 l过点 (0, 1) ，且与曲线 ( )y f x 相切，则直线 l的方程为

________.

8.若函数 3( ) 3f x x x   的图像在点 P 处的切线平行于直线 2 1y x  ，则点 P 的坐标为

________.

9.设 P是曲线 exy  上任意一点，求点 P到直线 y x 的最小距离.

5.2 利用导数解决函数的单调性

在区间 I上，若 '( ) 0f x  ，则函数 ( )y f x 在该区间严格增；严格增，则 0)(  xf
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考点自测

1.函数 ( ) lnf x x x  的单调减区间为________.

2.已知函数 3( )f x x ax  在[1, ) 上严格增，则实数 a的最大值是________.

3.已知函数 ( )y f x 的导函数 '( )y f x 的图像如图所示，则下面关于函数 ( )y f x 的判断正

确的是（）

A.在区间 ( 3,1) 上 ( )f x 严格增 B.在区间 (1,3) 上 ( )f x 严格减

C.在区间 (4,5) 上 ( )f x 严格增 D.在区间 (3,5) 上 ( )f x 严格增

4.函数 21( ) ln
2

f x x x  的单调减区间为（）

A. (-1,1] B. (0,1] C. [1, ) D. (0, )

求函数单调区间的步骤：

（1）确定函数 ( )f x 的定义域.

（2）求 '( )f x .

（3）在定义域内解不等式 '( ) 0f x  ，得单调增区间.

（4）在定义域内解不等式 '( ) 0f x  ，得单调减区间.

5.3 利用导数解决函数的极值、最值

1.函数的极值 波峰为极大值点，波谷为极小值点

考点自测

1.函数 exy x 的最小值是________.

2.函数 ( ) ln ( 0)f x x a x a   的极小值为________.

3.函数 ( )f x 的定义域为 R， '( )f x 的图像如图所示，则函数 ( )f x （）
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A.无极大值点、有四个极小值点 B.有三个极大值点、一个极小值点

C.有两个极大值点、两个极小值点 D.有四个极大值点、无极小值点

4.设函数
2( ) lnf x x
x

  ，则（）

A. 1
2

x  为 ( )f x 的极大值点 B. 1
2

x  为 ( )f x 的极小值点

C. 2x  为 ( )f x 的极大值点 D. 2x  为 ( )f x 的极小值点

第六章 三角及三角函数、解三角形

6.1 任意角的正弦、余弦、正切、余切和诱导公式

1.角的概念的推广

（1）定义：角可以看成平面内一条射线绕着端点从一个位置旋转到另一个位置所成的图形.

（2）分类
.





按旋转方向不同分为正角、负角、零角；

按终边位置不同分为象限角和轴线角

（3）终边相同的角：所有与角  终边相同的角，连同角  在内，可构成一个集合

 360 ,S k k        Z .

2.弧度制的定义和公式

（1）定义：把弧长等于半径的弧所对的圆心角叫做 1 弧度的角.

（2）公式：

角 的弧度数公式
l
r

  （弧长用 l表示）

角度与弧度的换算

①
π1

180
  弧度；

②1 弧度
180

π




弧长公式 弧长 l r

扇形面积公式
21 1

2 2
S lr r 

3.任意角的三角函数

定义：设 ( , )P x y 是角 终边上异于原点的任一点，其到原点的距离为 r，则 sin y
r

  ，

cos x
r

  ， ( 0)y x
x

   ， cot ( 0)x y
y

   .

4.诱导公式 奇变偶不变，符号看象限

3.同角三角函数的基本关系式
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（1）平方关系： 2 2sin cos 1   ；

（2）商数关系：
sintan
cos




 ，
coscot
sin




 ；

（3）倒数关系： tan cot 1   .

提醒：平方关系对任意角 都成立，而商数关系中
ππ
2

k   ， kZ .

考点自测

1.设 是第二象限角， ( ,4)P x 为其终边上的一点，且
1cos
5
x  ，则 tan  ________.

2.设角 的终边经过点 (4, 3)P  ，那么 2cos sin   ________.

3.若 π , π
2

   
 

，
3sin(π )
5

  ，则 tan 

4.若 5cos(π )
3

  ，且
π , π
2

   
 

，则 sin(π ) 

6.2 常用三角公式及应用

1.两角和与差的正弦、余弦、正切公式

（1） sin( ) sin cos cos sin        ；

（2） cos( ) cos cos sin sin        ；

（3） tan tantan( )
1 tan tan

  
 


 


.

2.二倍角的正弦、余弦、正切公式

（1） sin 2 2sin cos   ；

（2） 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sin          ；

（3） 2

2 tantan 2
1 tan







.

3.辅助角公式

2 2sin cos sin( )a b a b       （其中
2 2

sin b
a b

 


，
2 2

cos a
a b

 


）

考点自测

1.已知
4cos
5

   ，且
π , π
2

   
 

，则
πtan
4

  
 

的值为

2.已知 sin cos 1   ， cos sin 0   ，则 sin( )   ________.

3.已知
2sin 2
3

  ，则 2 πcos
4

   
 

________.

4.已知
π 1sin
6 4

   
 

，则
2cos π 2
3

   
 

________.
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6.3 解三角形

1.正弦、余弦定理

在△ABC中，若角 A，B，C所对的边分别是 a，b，c，R为△ABC外接圆的半径，则有

定理 正弦定理 余弦定理

内容 2
sin sin sin
a b c R
A B C
  

2 2 2 2 cosa b c bc A   ；

2 2 2 2 cosb a c ca B   ；

2 2 2 2 cosc a b ab C  

变形

（ 1 ） 2 sina R A ， 2 sinb R B ，

2 sinc R C ；

（2） : : sin : sin : sina b c A B C ；

（3） 2
sin sin sin sin

a b c a R
A B C A

 
 

 

2 2 2

cos
2

b c aA
bc

 
 ；

2 2 2

cos
2

a c bB
ac

 
 ；

2 2 2

cos
2

a b cC
ab

 


提醒：在△ABC中，已知两边和其中一边的对角，求第三边时，使用余弦定理比使用正弦

定理更简洁.

2.三角形中常用的面积公式

（1） 1
2 aS a h  （ ah 表示边 a上的高）；

（2） 1 1 1sin sin sin
2 2 2

S ab C ac B bc A   ；

（3） 1 ( )
2

S r a b c   （r为三角形内切圆的半径）.

考点自测

1.已知△ABC中，角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c，若 π
6

A  ，
π
4

B  ， 1a  ，则b  ________.

2.在△ABC中，AB=5，AC=3，BC=7，则∠BAC=________.

3.在△ABC中， cos cosa A b B ，则这个三角形的形状为________.

4.在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，已知 a=4，c=6，C=2A，则 cos A  ________，

b=________.

6.4 三角函数的图像与性质

正弦函数、余弦函数和正切函数的图像与性质

性质

函数
siny x cosy x tany x



学科网（北京）股份有限公司

28

图像

定义域 R R
ππ ,
2

x x k k    
 

Z∣

值域 [ 1,1] [ 1,1] R

最值

当
π2 π ( )
2

x k k  Z 时，y

取最大值为 1；

当
π2 π ( )
2

x k k  Z 时，y

取最大值为-1.

当 2 π( )x k k Z 时，y取

最大值为 1；

当 2 π π( )x k k  Z 时，y

取最大值为-1.

既无最大值也无最小值

周期性 最小正周期 2πT  最小正周期 2πT  最小正周期 πT 

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数

单调性

在

π π2 π ,2 π ( )
2 2

k k k     
Z

上为严格增函数；

在

π 3π2 π ,2 π ( )
2 2

k k k     
Z

上为严格减函数.

在 [2 π π,2 π]( )k k k Z 上

为严格增函数；

在 [2 π,2 π π]( )k k k Z 上

为严格减函数.

在
π ππ , π ( )
2 2

k k k    
 

Z

上为严格增函数.

对称性

对称中心 ( π,0)( )k k Z

对称轴
ππ ( )
2

x k k  Z

对 称 中 心

ππ ,0 ( )
2

k k   
 

Z

对称轴 π( )x k k Z

对称中心
π ,0 ( )
2
k k   

 
Z

无对称轴

[常用结论]

1.对称与周期

（1）正弦曲线、余弦曲线相邻两对称中心、相邻两对称轴之间的距离是半个周期，相邻的

对称中心与对称轴之间的距离是
1
4
个周期.

（2）正切曲线相邻两对称中心之间的距离是半个周期.

2.函数具有奇、偶性的充要条件

（1）函数 sin( )( )y A x x   R 是奇函数 π( )k k  Z ；
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（2）函数 sin( )( )y A x x   R 是偶函数
ππ ( )
2

k k   Z ；

（3）函数 cos( )( )y A x x   R 是奇函数
ππ ( )
2

k k   Z ；

（4）函数 cos( )( )y A x x   R 是偶函数 π( )k k  Z .

考点自测

1. πsin 2
4

y x   
 

的单调减区间是________.

2.函数
π3 2cos
4

y x    
 

的最大值为________，此时 x=________.

3.已知函数 2( ) 2 3 sin 2sin cos 3f x x x x   ，则函数 ( )f x 在区间
π 3π,
4 4

 
 
 

上的值域是

________

4.若函数 ( ) sin ( 0)f x x   在区间
π π,
3 2
 
  

上严格减，则的取值范围是_________.

5.若 1
π
4

x  ， 2
3π
4

x  是函数 ( ) sin ( 0)f x x   两个相邻的极值点，则 （）

A.2 B. 3
2

C.1 D. 1
2

对于函数 sin( )y A x   ，令 t x   ，求出 t的范围，再根据 siny t 的图像求 sin t

的值域，这是常用的方法.

6.5 函数 sin( )y A x   的图像

1. sin( )y A x   的有关概念

sin( )y A x  

( 0, 0)A  

振幅 周期 频率 相位 初相

A 2πT



1

2π
f

T


  x  

2.用五点法画 sin( )y A x   一个周期内的简图

用五点法画 sin( )y A x   一个周期内的简图时，要找五个关键点，如下表所示：

x 



2
π

 
 

π 

 3π

2


 


2π



x  0
π
2

π 3π
2

2π

sin( )y A x   0 A 0 -A 0

3.由函数 siny x 的图像变换得到 sin( )( 0, 0)y A x A      的图像的步骤
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考点自测

1. 1 π2sin
2 3

y x   
 

的振幅、频率和初相分别为（）

A.2， 4π ，
π
3

B.2， 1
4π

，
π
3

C.2， 1
4π

，
π
3

 D.2， 4π ，
π
3



2.为了得到函数
π2sin 2
3

y x   
 

的图像，可以将函数 2sin 2y x 的图像（）

A.向右平移
π
6
个单位 B.向右平移

π
3
个单位

C.向左平移
π
6
个单位 D.向左平移

π
3
个单位

3.如图，某地一天 6~14 时的温度变化曲线近似满足函数 sin( )y A x b    ，则这段曲线的

函数解析式为________.

典例探究·提能力

4.已知函数
π2sin 2
3

y x   
 

.
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（1）用“五点法”作出它在一个周期内的图像；

（2）说明
π2sin 2
3

y x   
 

的图像可由 siny x 的图像经过怎样的变换而得到.

第七章 数列

7.1 等差数列

1.等差数列

（1）定义：一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与其前一项的差都等于同一个常数，

这个数列就叫做等差数列，这个常数叫做等差数列的公差，公差通常用小写字母 d表示.数

学语言表示为 1n na a d   （n为正整数），d为常数.

（2）等差中项：数列 a，A，b成等差数列的充要条件是
2

a bA 
 ，其中 A叫做 a与 b的等

差中项.

2.等差数列的有关公式

（1）通项公式： 1 ( 1)na a n d   .

（2）前 n项和公式： 1
1

( )( 1)
2 2

n
n

n a an nS na d


   .

3.等差数列的通项公式及前 n项和公式与函数的关系

（1）当 0d  时，等差数列 na 的通项公式 1( )na dn a d   是关于 n的一次函数.

（2）当 0d  时，等差数列 na 的前 n项和 2
12 2n

d dS n a n    
 

是关于 n的二次函数.

4.等差数列的前 n项和的最值

在等差数列 na 中，若 1 0a  ， 0d  ，则 nS 存在最大值；若 1 0a  ， 0d  ，则 nS 存在最小

值.

5.等差数列的通项公式的常用性质

（1）通项公式的推广： ( )n ma a n m d   （n，m为正整数）.

（2）若 na 为等差数列，且m n p q   ，则 m n p qa a a a   （m，n，p，q为正整数）.

（3）若 na 是等差数列，公差为 d，则 ka ， k ma  ， 2k ma  ，…（k，m为正整数）是公差为md

的等差数列.

6. na 与 nS 的关系
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若数列 na 的前 n项和为 nS ，则 1

1

( 2),
( 1).
n n

n

S S n
a

S n
 

  

特别地，若 1a 满足 1( 2) n n na S S n   ，则不需要分段.

考点自测

已知 nS 求 na 的 3个步骤

（1）利用 1 1a S ，求出 1a .

（2）当 2n  时，利用 1( 2)n n na S S n   求出 na 的表达式.

（3）看 1a 是否符合 2n  时 na 的表达式，如果符合，则可以把数列的通项公式合写；

否则应写成分段的形式，即 1

1

( 2),
( 1).
n n

n

S S n
a

S n
 

  

考点自测

1.设等差数列 na ， nb 的前 n项和分别为 nS ， nT ，若对任意的正整数 n，都有
2 3
4 3

n

n

S n
T n





，

则 2 14

3 13 5 11

a a
b b b b


 

的值为（）

2.已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ，若 5 7S  ， 10 21S  ，则 15S 等于_______.

3.等差数列 na 中， 4 8 10a a  ， 10 6a  ，则公差 d等于________.

4.设数列 na 是等差数列，其前 n项和为 nS ，若 6 2a  且 5 30S  ，则 8S 等于________.

5.已知数列 na 的前 n项和 2 1nS n  ，则 na  ________.

6.若数列 na 的前 n项和为 nS ， 0( 1)nS n  ，且满足 12 0( 2)n n na S S n   ， 1
1
2

a  .

（1）求证：
1

nS
 
 
 

成等差数列；

（2）求数列 na 的通项公式.

7.3 等比

1.等比数列的有关概念

（1）定义：如果一个数列从第 2 项起，每一项与其前一项的比都等于同一个非零常数，这

个数列就叫做等比数列.这个常数叫做等比数列的公比，通常用小写字母 q表示，定义的数
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学表达式为 1n

n

a
q

a
  （n为正整数， 0q  ）.

（2）等比中项：如果 a，G，b成等比数列，那么 G叫做 a与 b的等比中项.即 G是 a与 b

的等比中项 a ，G，b成等比数列 2G ab  .

2.等比数列的有关公式

（1）通项公式： 1
1

n n m
n ma a q a q   .

（2）前 n项和公式：
1

11

( 1),
(1 ) ( 1).
1 1

n
n n

na q
S a a qa q q

q q


     

特别的，当 0 1q  时，以 a为首项、q为公比的等比数列，有 1

1 1
i

i

aaq
q







 .

3.等比数列的常用性质

（1）在等比数列 na 中，若 2m n p q k    （m，n，p，q，k为正整数），则 2
m n p q ka a a a a    .

（2）若数列 na ， nb （项数相同）是等比数列，则 ( 0)na   ，
1

na
 
 
 

， 2
na ， n na b ，

n

n

a
b

 
 
 

仍然是等比数列.

考点自测

1.在数列 na 中， 1 2a  ， 1 2n na a  ， nS 为 na 的前 n项和.若 126nS  ，则 n=________.

2.等比数列 na 的前 n项和为 nS ，已知 3 2 110S a a  ， 5 9a  ，则 1a （）

A. 1
3

B. 1
3

 C. 1
9

D. 1
9



3.等比数列 na 中，公比 2q   ， 5 44S  ，则 1a 的值为（）

A.4 B.-4 C.2 D.-2

4.设数列 na 中， 1 1a  ， 2
5
3

a  ， 2 13
2
3

5
n nn a aa    ，令 1n n nb a a  .

（1）证明：数列 nb 是等比数列；

（2）求数列 na 的通项公式.

5.已知数列 na 的前 n项和为 nS ，且 2 3n nS a n  .
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（1）求 1a ， 2a ， 3a 的值；

（2）是否存在常数 ，使得 na  为等比数列？若存在，求出  的值和通项公式 na ；若

不存在，请说明理由.

6.若无穷等比数列 na 的各项和等于公比 q，则首项 1a 的最大值是________.

7.已知数列  na 是无穷等比数列，其前 n 项和是 nS ，若 2 3 2a a  ， 3 4 1a a  ，则

lim nn
S


 ________.

7.4 数列的方法与技巧

1.公式法

（1）等差数列的前 n项和公式：
 1

1
( 1)

2 2
n

n

n a a n nS na d
 

   ；

（2）等比数列的前 n项和公式：
1

1 1

( 1),
(1 ) ( 1).

1 1

n
n n

na q
S a a q a q q

q q


      

.

2.几种数列求和的常用方法

（1）分组求和法：一个数列的通项公式是由若干个等差或等比或可求和的数列组成的，则

求和时可用分组求和法，分别求和而后相加减.

（2）裂项相消法：把数列的通项拆成两项之差，在求和时中间的一些项可以相互抵消（注

意消项规律），从而求得前 n项和.裂项时常用的三种变形：

①
1 1 1

( 1) 1n n n n
 

 
；

②2 1 1 1 1
(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1n n n n

       
，

（3）错位相减法：如果一个数列的各项是由一个等差数列和一个等比数列的对应项之积构
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成的，那么求这个数列的前 n项和即可用错位相减法.

（4）倒序相加法：如果一个数列 na 首末两端等“距离”的两项的和相等或等于同一个常

数，那么求这个数列的前 n项和即可用倒序相加法求解.

考点自测

1.数列 na 的前 n项和为 nS ，已知 11 2 3 4 ( 1) nnS n        ，则 17S  ________.

2.数列 na 的前 n项和为 nS ，若
1

( 1)na n n



，则 5S 等于（）

A.1 B. 5
6

C. 1
6

D. 1
30

3.若数列 na 的通项公式为 2 2 1n
na n   ，则数列 na 的前 n项和 nS （）

A. 22 1n n  B. 1 22 1n n   C. 1 22 2n n   D. 2 2n n 

4. 1 1 3
2 2 8 2n n

nS      等于（）

A. 2 1
2

n

n

n  B.
12 2

2

n

n

n   C. 2 1
2

n

n

n  D.
12 2

2

n

n

n  

方法 1 利用累加法——形如 1 ( )n na a f n   ，求 na

【例 1】数列 na 的首项为 3， nb 为等差数列，且 1n n nb a a  ，若 3 2b   ， 10 12b  ，则

8a （）

A.0 B.3 C.8 D.11

变式：设数列 na 满足 1 1a  ，且 1 1n na a n    ，求数列 na 的通项公式.

方法 2 利用累乘法——形如 1 ( )n

n

a
f n

a
  ，求 na .

【例 2】在数列 na 中， 1 1a  ， 1 )1 ( 2n n
na na
n 


 ，则数列 na 的通项公式为________.

变式

已知数列 na 满足 1 1a  ， 1 2nn na a  ，求数列 na 的通项公式.
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方法 3 构造辅助数列求通项——形如 1n na Aa B   （ 0A  且 1A  ， 0B  ），求 na

【例 3】已知数列 na 满足 1 1a  ， 1 3 2n na a   ，则数列 na 的通项公式为________.

规律总结

求此类数列的通项公式，通常采用待定系数法将其转化为 1( ) ( )n na x A a x    ，先求出

x，再借助等比数列 na x 求解.

方法 4 取倒数法——形如 1
n

n
n

Aa
a

Ba C 


（A，B，C为常数），求 na

【例 4】已知数列 na 中， 1 2a  ， 1
2

2
n

n
n

a
a

a 


，则数列 na 的通项公式 na  ________.

规律总结

将原式变形为
1

1 1

n n

C B
a A a A

   .

①若 A=C，则
1

na
 
 
 

是等差数列，且公差为
B
A
，可直接用公式求通项；

②若 A C ，则采用待定系数法，构造新数列求解.

变式与提高

已知数列 na ，其中 1 1a  ，且当 2n  时， 1

12 1
n

n
n

a
a

a







，求数列 na 的通项公式.



学科网（北京）股份有限公司

37

方法 5 分组转化法求和

【例 5】已知数列 na 的前 n项和
2

2n
n nS 

 .

（1）求数列 na 的通项公式；

（2）设 2 ( 1)na n
n nb a   ，求数列 nb 的前 2n项和.

1.由数列递推式求通项公式常用方法有：

递推式 方法

1 ( )n na a f n   累加法

1 ( )n na a f n  累乘法

1 ( 0,1)n na Aa B A    构造法

1
n

n
n

Aa
a

Ba C 


（A，B，C为常数，且都不为 0）
取倒数法

2.求数列前 n项和，首先要考查其通项公式，根据通项公式的特点，再来确定选用何种求和

方法.在应用错位相减法求和时，一定要注意公比是否为 1.求一般数列的前 n项和，无通法

可循，我们要掌握某些特殊数列前 n项和的求法，触类旁通.

数列求和的常用方法有：

（1）公式法：直接转化为基本数列（等差数列或等比数列）求和.

（2）倒序相加法：必须满足 1 2 1 1n n na a a a a a      .

（3）错位相减法：主要用于数列 n na b 的前 n项和，其中 na 为等差数列， nb 为等比数

列.
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（4）分组求和法：主要适用于两类数列求和.

①数列 n na b 的前 n项和，其中数列 na 、 nb 为等差数列或等比数列；

②数列通项为分类形式的数列求和，如
2 (1 5),
5 3( 6).

n

n
n

a
n n

  
 

 

（5）裂项相消法：主要用于数列
1

1

n na a 

 
 
 

的前 n项和，其中 na 为等差数列，公差为 d，

则
1 1

1 1 1 1

n n n na a d a a 

 
  

 
.

7.5 数学归纳法

知识梳理

一般地，证明一个与正整数 n有关的数学命题，可按如下两个步骤进行：

（1）证明当 0n n （ 0n 为正整数）时，命题成立；

（2）假设当 n k （ 0k n ，k为正整数）时命题成立，证明当 1n k  时命题也成立.

根据（1）（2），就可以断定命题对从 0n 开始的所有正整数 n都成立，这种证明方法叫

做数学归纳法.

考点自测

1.在应用数学归纳法证明凸 n边形的对角线为
1 ( 3)
2
n n  条时，第一步检验 n等于________.

2.用数学归纳法证明“
2

2 1 11 ( 1)
1

n
n aa a a a

a


 

     


 ”.当验证 1n  时，上式左边计算

所得为________.

3.设 1 1 1( ) 1
2 3 3 1

f n
n

    


 （n为正整数），那么 ( 1) ( )f n f n  等于（）

A. 1
3 2n 

B. 1 1
3 3 1n n




C. 1 1
3 1 3 2n n


 

D. 1 1 1
3 3 1 3 2n n n

 
 

第八章 平面向量

8.1 平面向量的概念和线性运算

1.向量的有关概念

（1）向量：既有大小又有方向的量叫做向量，向量的大小也叫做向量的长度（或向量的模）.
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（2）零向量：规定模为 0 的向量叫做零向量，其方向是任意的.

（3）单位向量：模为 1 的向量叫做单位向量.

（4）平行向量：方向相同或相反的非零向量.平行向量又叫共线向量.规定：0

与任意向量平

行.

（5）相等向量：模相等且方向相同的向量.

（6）负向量：模相等且方向相反的向量.

2.向量的线性运算

向量运

算

定义 法则（或集合意义） 运算律

加法 求向量和的运算

（1）交换律

a b b a  
  

；

（2）结合律；

( ) ( )a b c a b c    
    

减法 求向量差的运算 ( )a b a b   
  

数乘
求实数 与向量 a的

积的运算

（1） | | | || |a a 
 

；

（2）当 0  时， a

的方向与

a的方向相同；当 0  时， a


的方向与 a 的方向相反；当

0a 
 

或 0  时， 0a 
 

( ) ( )a a  
 

；

( )a a a     
  

；

( )a b a b    
  

3.共线向量定理

向量 ( 0)a a 
 

与 b

共线，则存在实数 ，使得 b a

  .

[常用结论]

1.若 P为线段 AB的中点，O为平面内任一点，则
1 ( )
2

OP OA OB 
  

.

2.若OA OB OC  
  

（、 为实数）且 O不在直线 AB上，若点 A、B、C共线，则 1   .

3.一般地，首尾顺次相接的多个向量的和等于从第一个向量起点指向最后一个向量终点的向

量，即 1 2 2 3 3 4 1 1n n nA A A A A A A A A A    
    

 ，特别地，一个封闭图形，首尾连接而成的向
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量和为零向量.

4.与非零向量 a

共线的单位向量为

| |
a
a



 .

考点自测

1.在平行四边形 ABCD中，若 | | | |AB AD AB AD  
   

，则四边形 ABCD的形状为（）

A.平行四边形 B.矩形 C.菱形 D.正方形

2.对于非零向量 a

、 b

，“ 0a b 

 
”是“ / /a b


”的（）

A.充分非必要条件 B.必要非充分条件

C.充要条件 D.既非充分也非必要条件

3.在△ABC中，AD为 BC边上的中线，E为 AD的中点，则用向量 AB


、 AC


表示 EB


为（）

A. 1 3
4 4
AB AC
 

B. 3 1
4 4
AB AC
 

C. 3 1
4 4
AB AC
 

D. 1 3
4 4
AB AC
 

4.在平行四边形 ABCD中，E、F分别为边 BC、CD的中点，若 ( , )AB xAE yAF x y  R
  

，

则 x y  ________.

8.2 平面向量的数量积

1.向量的夹角

已知两个非零向量 a

和 b

，作OA a

 
，OB b
 

，则 AOB 就是向量 a

与b

的夹角，记作 ,a b 


，

它的范围是 [0, π] .

2.平面向量的数量积

定义
设两个非零向量 a


、b

的夹角为 ，则数量 | || | cosa b 


叫做 a


与b

的数量

积，记 a b


投影
| | cosa 

叫做向量 a

在 b

方向上的投影， | | cosb 


叫做向量 b


在 a

方向上

的投影

几何意义 数量积 a b

等于 a


的长度 a


与 b

在 a

的方向上的投影 | | cosb 


的乘积

3.平面向量数量积的运算律

（1）交换律： a b b a  
  

；

（2）对数乘的结合律： ( ) ( ) ( )a b a b a b      
    

；
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（3）对加法的分配律： ( )a b c a b a c     
      .

4.平面向量数量积的性质及其坐标表示

设非零向量 1 1( , )a x y


， 2 2( , )b x y


， ,a b   
 .

结论 几何表示 坐标表示

模 | |a a a 
   2 2

1 1| |a x y 


数量积 | || | cosa b a b  
  

1 2 1 2a b x x y y  


夹角 cos
| || |
a b
a b

 





1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos x x y y

x y x y





 

a b
 0a b 


1 2 1 2 0x x y y 

| |a b

与 | || |a b


的

关系

| | | || |a b a b 
   2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2x x y y x y x y    

[常用结论]

1.平面向量数量积运算的常用公式

（1） 2 2( ) ( )a b a b a b    
    

；

（2） 2 2 2( ) 2a b a a b b    
     .

2.两个向量 a，b

的夹角为锐角 0a b  


且 a， b


不共线；

两个向量 a， b

的夹角为钝角 0a b  


且 a， b


不共线.

考点自测

1.已知 | | 5a 


，| | 4b 


，a与b

的夹角 120  ，则向量b


在向量 a方向上的投影为_________.

2.已知 | | 2a 


， | | 6b 


， 6 3a b  


，则 a与 b

的夹角  _________.

3.已知向量 (1, )a m


， (3, 2)b  


，且 ( )a b b 
 

，则 m=_________.

4.已知向量 a

、 b

满足 | | 3a 


， 1b 


， a

与b

的夹角为

π
3
，则 | 3 |a b 

 _________.

5.若向量 ( ,3)a k


， (1,4)b 


， (2,1)c  ，已知 2 3a b

与 c

的夹角为钝角，则的取值范围是

________.

6.已知非零向量 a

、 b

满足 | | 2 | |a b


，且 ( )a b b 

 
，则 a


与 b

的夹角为________.
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7.已知向量 | | 3OA 


，| | 2OB 


，OC mOA nOB 
  

，若OA


与OB


的夹角为 60°，且OC AB
 

，

则实数
m
n
的值为（）

A. 1
6

B. 1
4

C.6 D.4

8.3 平面向量基本定理与向量的坐标表示

1.平面向量基本定理

（1）定理：如果 1e

， 2e

是平面上两个不平行的向量，那么该平面上的任意向量 a，都可唯

一地表示为 1e

与 2e

的线性组合，即存在唯一的一对实数 与  ，使得 1 2a e e  

  .

（2） 不平行的向量才能构成一组基底

2.平面向量的坐标运算

（1）向量加法、减法、数乘及向量的模

设 1 1( , )a x y


， 2 2( , )b x y


，则

1 2 1 2( , )a b x x y y   


，

1 2 1 2( , )a b x x y y   


，

1 1( , )a x y  


， 2 2
1 1| |a x y 

 .

（2）向量坐标的求法

①若向量的起点是坐标原点，则终点坐标即为向量的坐标.

②设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，则 2 1 2 1 ),(AB x x y y  


， 2 2
2 1 2 1| )| ( ( )AB x x y y   


.

3.平面向量共线的坐标表示

设 1 1( , )a x y


， 2 2( , )b x y


， a、b

共线 1 2 2 1 0x y x y   .

4.若 G是△ABC的重心，则 0GA GB GC  
   

，
1 ( )
3

AG AB AC 
  

.

考点自测

1.已知点 A（0，1），B（3，2），向量 ( 4, 3)AC   


，则向量 BC 


________.

2.已知□ABCD的顶点 A（-1，-2），B（3，-1），C（5，6），则顶点 D的坐标为________.

3.已知向量 (2,3)a  ， ( 1,2)b  


，若ma nb

与 2a b


共线，则

m
n
 ________.
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4.已知平面向量 (1,1)a  ， (1, 1)b  


，则
1 3
2 2
a b 


（）

A.（-2，-1） B.（-2，1） C.（-1，0） D.（-1，2）

第九章 复数

9.1 复数的概念及几何意义

1.复数的有关概念

（1）复数的概念：形如 i( , )a b a b R 的数称为一个复数，其中 a和 b分别是它的实部和虚

部.若 b=0，则 ia b 为实数；若 0b  ，则 ia b 为虚数；若 0a  且 0b  ，则 ia b 为纯虚数.

（2）复数相等： i ia b c d a c     且 ( , , , )b d a b c d R .

（3）复数的模：复数 i( , )z a b a b  R 的模是 2 2| | | i |z a b a b    .

2.复数的几何意义

（1）复数 iz a b  一一对应 复平面内的点 ( , )( , )Z a b a bR .

（2）复数 i( , )z a b a b   R 一一对应 平面向量OZ


，其中 ( , )Z a b .

考点自测

1.四边形 ABCD是复平面内的平行四边形，A，B，C三点对应的复数分别是 1+3i，-i，2+i，

则点 D对应的复数为________.

2.已知复数 z的实部为-1，虚部为 2，则 z  ________.

3.若复数 2( 1) ( 1)iz x x    为纯虚数，则实数 x的值为（）

A.-1 B.0 C.1 D.-1 或 1

4.在复平面内，向量 AB


对应的复数是 2+i，向量CB


对应的复数是-1-3i，则向量CA


对应的

复数是（）

A.1-2i B.-1+2i C.3+4i D.-3-4i

9.2 复数的运算

复数的运算

（1）复数的加、减、乘、除运算法则

设 1 iz a b  ， 2 i( , , , )z c d a b c d  R ，则

①加法： 1 2 ( i) ( i) ( ) ( )iz z a b c d a c b d         ；
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②减法： 1 2 ( i) ( i) ( ) ( )iz z a b c d a c b d         ；

③乘法： 1 2 ( i) ( i) ( ) ( )iz z a b c d ac bd ad bc         ；

④除法： 1
2 2 2 2

2

i ( i)( i) i( i 0)
i ( i)( i)

z a b a b c d ac bd bc ad c d
z c d c d c d c d c d

    
     

    
.

（2）共轭复数：一个复数 z的共轭复数记为 z .因此，若 i( , )z a b a b  R ，则 iz a b  .

若 ia b 与 ic d 共轭，则 a c ，b d  （a、b、c、 d R）.

[常用结论]

（1） 2(1 i) 2i   ；
1 i i
1 i





；
1 i i
1 i


 


.

（2） 4i 1n  ， 4 1i 1n  ， 4 2i 1n   ， 4 3i in   （n为正整数）.

（3） 2 2| | | |z z z z   ； 1 2 1 2z z z z  ； 11

2 2

zz
z z

 ； | |n nz z . 复数乘除幂的模等于复数模的

乘除幂

考点自测

1.已知 (1 2i) 4 3iz   ，则 z  ________.

2.设 (1 i)(2 i)z    ，则复数 z在复平面内所对应的点位于（）

A.第一象限 B.第二象限 C.第三象限 D.第四象限

3.设复数 z满足
1 i
1

z
z





，则 z 等于（）

A.1 B. 2 C. 3 D.2

9.3 实系数一元二次方程

1.实系数一元二次方程

当 a、b、c都是实数且 0a  时，关于 x的方程 2 0ax bx c   称为实系数一元二次方程，这

个方程在复数范围内总是有解的，而且

（1）当 2 4 0b ac    时，方程有两个不相等的实根
2
b
a

  
；

（2）当 2 4 0b ac    时，方程有两个相等的实根（二重根）
2
b
a

 ；

（3）当 2 4 0b ac    时，方程有一对共轭虚根
i

2
b

a
   .

考点自测

1. 4 16x  分解成一次式的乘积为________.
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2.已知关于 x的实系数方程 2 2 3 0x kx k k    有一个模为 1 的虚根，则 k的值为________.

3.复数 1 3 2iz   （i 为虚数单位）是方程 2 6 0( )z z b b   R 的一个根，则 b的值为________.

4.若1 2i （i 是虚数单位）是关于 x的实系数方程 2 0x bx c   的一个复数根，则（）

A. 2b  ， 3c  B. 2b   ， 1c 

C. 2b  ， 1c   D. 2b   ， 3c 

第十章 空间直线与平面、简单几何体

10.1 平面及其基本性质

1.立体几何中的公理及其推论

（1）公理 1：如果一条直线上有两点在一个平面内，那么这条直线上所有的点都在这个平

面上.

（2）公理 2：不在同一直线上的三点确定一个平面.

推论 1：一条直线和这条直线外的一点确定一个平面.

推论 2：两条相交直线确定一个平面.

推论 3：两条平行直线确定一个平面.

（3）公理 3：如果两个不同的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的公共直

线.

（4）公理 4：平行于同一条直线的两条直线互相平行.

考点自测

1.异面直线 a、b满足 a  ，b  ，l    ，则直线 l与 a、b的位置关系一定是________.

2.若直线 a、b是异面直线，且 / /b c，则直线 a与 c的位置关系是________.

3.如果平面外的一条直线上的两点到这个平面的距离相等（且不为零），则这条直线与平面

的位置关系是________.

4.分别和两条异面直线都相交的两条直线一定是________.

5.若三个不重合的平面两两相交，则交线有________条.

6.如图， ' ' 'A B C△ 是△ABC的直观图，其中 ' ' ' 'A B A C ， ' '/ / 'A B x 轴， ' '/ / 'A C y 轴，那么

△ABC是（）
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A.等腰三角形 B.钝角三角形 C.等腰直角三角形 D.直角三角形

7.如图，已知直角梯形 OABC上下两底分别为分别为 2 和 4，高为 2 2 ，求利用斜二测画法

所得其直观图的面积.

10.2 直线与直线的位置关系

1.异面直线：不同在任何一个平面上的两条直线叫做异面直线.

2.异面直线判定定理

过平面外一点与平面上一点的直线，和此平面上不经过该点的任何一条直线都是异面直线.

3.两条异面直线所成的角

两条异面直线平移到相交位置时所得到的锐角或直角，称为这两条异面直线所成的角.两条

异面直线所成的角的范围是 0, π
2

 
  

.

4.求异面直线所成角的一般步骤为：
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考点自测

1.正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， 1AD 与 1 1AC 所成角的大小是________.

2.空间四边形 ABCD中，AD=BC=2，AD与 BC成 60°角，E、F分别是 AB、CD的中点，

则 EF=________.

3.空间三条直线中，任意两条不共面，且两两互相垂直，一条直线 l与这三条直线所成的角

均为 ，则 tan  ________.

4.已知正四棱锥 P ABCD 的所有棱长均相等，E是 PC的中点，那么异面直线 BE与 PA所

成角的余弦值等于________.

5.已知直线 / /AB CD，它们都在平面 内，且相距 28. / /EF  ，且相距 15. / /EF AB，且相

距 17.则 EF和 CD间的距离为________.

10.3 直线与平面的位置关系

1.直线与平面平行

定义：当直线与平面没有公共点时，叫做直线与平面平行.

判定定理：如果不在平面上的一条直线与这个平面上的一条直线平行，那么该直线与这个平

面平行.

性质定理：如果一条直线与一个平面平行，过这条直线的一个平面与此平面相交，那么其交

线必与该直线平行.

2.直线与平面垂直

定义：如果一条直线与平面上的任意一条直线都垂直，就说这条直线与这个平面互相垂直.

判定定理：如果一条直线与一个平面上的两条相交直线都垂直，那么此直线与该平面垂直.

性质定理：垂直于同一个平面的两条直线互相平行.

3.点到平面的距离

法一：找面的垂线，再去证明该线与面垂直

法二：用体积转化法

4.直线与平面所成的角

（1）定义：平面的一条斜线和它在平面上的射影所成的锐角，叫做这条直线和平面所成的

角.

（2）直线与平面所成角的范围是
π0,
2

 
  

.

5.三垂线定理
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平面上的一条直线和这个平面的一条斜线垂直的充要条件是它和这条斜线在平面上的

投影垂直.

考点自测

1.若直线 l上有三点A、B、C到平面 的距离均为1，则直线 l与平面 的位置关系为________.

2.如果直线 a与平面 不垂直，那么平面 内与直线 a垂直的直线有________条.

3.如图，在空间四边形 ABCD中，E、F分别为 AB、AD上的点，且 : : 1: 4AE EB AF FD  ，

又 H，G分别为 BC，CD的中点，则下列说法中错误的是________.

① / /BD 平面 EFG，且四边形 EFGH是平行四边形；

② / /EF 平面 BCD，且四边形 EFGH是梯形；

③ / /HG 平面 ABD，且四边形 EFGH是平行四边形；

④ / /EH 平面 ADC，且四边形 EFGH是梯形.

4.在矩形 ABCD中，AB=3，BC=4，PA⊥平面 ABCD，且 PA=1，则点 P到对角线 BD的距离

是________.

5.已知 m，n表示两条不同的直线， 表示平面.下列说法正确的是（）

A.若 / /m  ， / /n  ，则 / /m n B.若m  ， n  ，则m n

C.若m  ，m n ，则 / /n  D.若 / /m  ，m n ，则 n 

6.已知 m和 n是两条不同的直线， 和  是两个不重合的平面，则下列给出的条件中一定

能推出m  的是（）

A.  且m  B.  且 / /m 

C. / /m n且 n  D.m n 且 / /n 

7.如图，在四棱锥O ABCD 中，底面 ABCD为平行四边形，M为 OA的中点，N为 BC的

中点，求证： / /MN 平面 OCD.
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10.4 平面与平面的位置关系

1.两个平面平行的判定定理

如果一个平面上的两条相交直线与另一个平面平行，那么这两个平面平行.

2.两个平面平行的性质定理

如果两个平行平面同时和第三个平面相交，那么它们的交线平行.

3.几个重要结论

（1）垂直于同一条直线的两个平面平行；

（2）如果两个平面平行，那么在一个平面内任何一条直线都平行于另一个平面；

（3）一条直线垂直于两个平行平面中的一个平面，则它也垂直于另外一个平面；

（4）夹在两个平行平面中的平行线段相等；

（5）经过平面外一点有且仅有一个平面与已知平面平行：

①两个平面平行的判定定理中必须是“两条”“相交”直线才能得出面面平行，把条件改成

“一条”“两条”“无数条”都不一定成立；

②面面平行则面内的所有直线都平行于另一个平面，但是分别在两个平行平面内的两条直线

不一定平行.

4.二面角

（1）定义：从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫做二面角，这条直线叫做二面角

的棱，这两个半平面叫做二面角的面.

（2）二面角的平面角：过二面角的棱上任意一点，在两个半平面内分别作垂直于棱的两条

射线，这两条射线所成的角叫做二面角的平面角.

（3）二面角的取值范围是 [0, π]；

（4）当两个平面相交所成的二面角为直角时，则称这个二面角为直二面角，组成直二面角

的两个平面互相垂直；
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（5）二面角的求法：

①几何定义法；②三垂线法；③补棱法；④射影面积法；⑤垂面法；⑥空间向量法.

5.平面与平面垂直的判定定理

如果一个平面经过另一个平面的垂线，那么这两个平面垂直.

6.平面与平面垂直的性质定理

如果两个平面垂直，那么其中一个平面上垂直于两平面交线的直线与另一个平面垂直.

7.平面与平面垂直的判定方法

①定义法：两个平面相交，如果所成的二面角是直二面角，那么这两个平面互相垂直.

②如果一个平面经过另一个平面的一条垂线，那么这两个平面互相垂直.

③一个平面垂直于两个平行平面中的一个，也垂直于另一个.

考点自测

1.已知平面 / / 平面  ，直线 l  ，则 l与  的位置关系是________.

2.在长方体 1 1 1ABCD A BCD 中，AB=3，BC=2， 1 1AA  ，平面 1 1ABB A与平面 1 1DCC D 的距离

为________.

3.如图，AB是圆的直径，PA⊥AC，PA⊥BC，C是圆上一点（不同于 A，B），且 PA=AC，则

二面角 P-BC-A的平面角为________.

4.平面 / /  ，点 A，C  ，点 B，D  ，如果 AB+CD=28，且 AB，CD在  内射影长分

别为 5 和 9，则平面 与  间的距离为________.

5.到空间不共面的四点距离相等的平面的个数为________个.

6.给出下列四个命题：

①垂直于同一直线的两个平面互相平行；

②垂直于同一平面的两个平面互相平行；

③若一个平面内有无数条直线与另一个平面都平行，那么这两个平面相互平行；

④若一条直线垂直于一个平面内的任意一条直线，则这条直线垂直于这个平面.

其中真命题的个数是（）
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A.1 B.2 C.3 D.4

10.5 简单几何体的结构、体积、表面积

1、锥体的体积：
1
3

V S h锥 底
.

圆锥的表面积： 21 π π
2

S cl S rl r   表 底
.

其中，S 底、h与 c分别是锥体的底面积、高与底面周长，h' 是正三棱锥的斜高，r与 l是圆

锥的底半径和母线长.

什么是正三棱锥？

什么是正四面体？

什么是直棱柱？

什么是正棱柱？

（3）球的体积和表面积：

球的体积： 34 π
3

V R球
.

球的表面积： 24πS R球
.

其中，R是球的半径.

4.祖暅原理

夹在两个平行平面间的两个几何体，如果被平行于这两个平面的任意平面截得的两个截

面都有相等的面积，那么这两个几何体的体积必相等.

考点自测

1.圆锥的底面半径为 3，高为 1，则圆锥的侧面积为________.

2.已知某圆锥的底面半径 3r  ，沿圆锥的母线把侧面展开后得到一个圆心角为
2 π
3

的扇形，

则该圆锥的表面积是________.

3.已知正四棱锥 P-ABCD的侧棱和底面边长都等于 2 2 ，则它的外接球的表面积是（）

A.16π B.12π C. 8π D. 4π

10.6 空间向量及其运算

1、空间向量基本定理：如果 1e

、 2e

与 3e

是不共面的向量，那么对于空间中任一向量 a


，存

在唯一的一组实数 、  与 ，使得 1 2 3a e e e    
   .也就是说，空间任意三个不共面的
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向量都组成空间向量的一个基.

2.坐标表示下的空间向量运算

设向量  1 1 1, ,a x y z


，  2 2 2, ,b x y z


，则

（1） 2 2 2
1 1 1| |a x y z  


；

（2）  1 2 1 2 1 2, ,a b x x y y z z    


；

（3）  1 1 1, ,a x y z   


；

（4） 1 2 1 2 1 2a b x x y y z z   
 .

3.空间向量的夹角、平行与垂直

设向量  1 1 1, ,a x y z


，  2 2 2, ,b x y z


均为非零向量，则

（1） 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos ,
| | | |

x x y y z za ba b
a b x y z x y z

 
   

    

  ；

（2） / /a b a b 
  

， 1 2x x   R ， 1 2y y ， 1 2 ( )z z  R ；

（3） 1 2 1 2 1 20 0a b a b x x y y z z       
   .

考点自测

1.向量 (1,2,3)a  与 (2, 3, 1)b   


之间的夹角 的大小为________.

2.已知 (2,1,3)a  ， ( 4,2, )b x 


，且 a b

，则 a b 

 ________.

3.已知 1 2 3( , , )a a a a


，  1 2 3, ,b b b b


，且 | | 5a 


，| | 6b 


， 30a b 


，则 1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
 


 

________.

4.已知 A，B，C 三点不共线，O是平面 ABC 外的任意一点，若点 P 在平面 ABC 内，且

1 2
5 3

OP OA OB mOC  
   

，则实数 m=________.

5.若 , ,a b c
 

为空间的一个基，则下列各项中，能构成一个基的一组向量是（）

A. , ,a a b a b 
    B. , ,b a b a b 

   

C. , ,c a b a b 
    D. , , 2a b a b a b  

    

6.已知 (2,1, 3)a  


， ( 1,2,3)b  


， (7,6, )c 


，若 , ,a b c
 

三向量共面，则  （）

A.9 B.-9 C.-3 D.3
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7. 已知平面  内两向量 (1,1,1)a  ， (0,2, 1)b  


，若 c

为平面  的一个法向量且

(4, 4,1)c ma nb   
 

，则 m，n的值分别为________.

8.设平面 的一个法向量为 (1,2, 2)m  


，平面  的一个法向量为 ( 2, 4, )n k  


，若 / /  ，

则 k=________.

9.已知平面 的法向量为 (1,2, 2)a  


，平面  的法向量为 ( 2, 4, )b k  


，若  ，则 k等

于________.

10.若直线 l的方向向量为 (1,0,2)a  ，平面 的法向量为 ( 2,0, 4)n   


，则（）

A. / /l  B. l 

C. l  D.l与 斜交

11.若平面 ，  的法向量分别为 1 (2, 3,5)n  


， 2 ( 3,1, 4)n   


，则（）

A. / /  B. 

C. 与  相交但不垂直 D.以上均不正确

10.7 空间向量在立体几何中的应用

1.用空间向量求距离

（1）平面外一点 A到平面的距离
| |

| |
n ABd
n





 ，其中 n是平面的一个法向量，B是平面上任

意一点.

（2）平面的平行线到平面的距离、平行平面间的距离均化为点到平面的距离来处理.

2.用空间向量求角的大小

（1）具有方向向量 1r

与 2r

的两条直线的所成角 的大小由如下公式确定：

2

2

1

1

cos
r r

r r





 

  .

（2）具有方向向量 r

的直线与具有法向量 n 的平面的所成角 的大小由如下公式确定：

| |sin
| || |
r n
r n

 

 
  .

（3）具有法向量 1n

与 2n


的两个平面所成的锐二面角（或直二面角） 的大小由如下公式确

定：
1 2

1 2

cos
n n

n n





 

  .

3.求线面角
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（1）分别求出斜线和它在平面内的射影直线的方向向量，转化为求两个方向向量的夹

角（或其补角）；

（2）通过平面的法向量来求，即求出斜线的方向向量与平面的法向量所夹的锐角，取

其余角就是斜线和平面所成的角.

4.求二面角

分别求出二面角的两个半平面所在平面的法向量，然后通过两个平面的法向量的夹角得

到二面角的大小，但要注意结合实际图形判断所求角是锐角还是钝角.

考点自测

1.已知正方形 ABCD的边长为 4，CG⊥平面 ABCD，CG=2，E、F分别是 AB、AD的中点，

则点 C到平面 GEF的距离是________.

2.已知平面 的法向量为 1 (1,2, )n x


，平面  的法向量为 2 ( 2, ,4)n y 


，若 / /  ，则

x y  ________.

3.如图所示，已知正三棱柱 1 1 1ABC A BC 的各条棱长都相等，M是侧棱 1CC 的中点，则异面

直线 1AB 和 BM所成的角的大小是________.

4.若平面 的一个法向量为 (4,1,1)n  ，直线 l的一个方向向量为 ( 2, 3,3)a   


，则 l与 所

成的角为________.

5.如图，已知 1 1 1ABC A BC 是正三棱柱，它的底面边长和侧棱长都是 2，D为侧棱 1CC 的中

点.求直线 1 1A B 到平面 DAB的距离.
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第十一章 平面直角坐标系中的直线

11.1 直线的倾斜角与斜率

直线的倾斜角与斜率

直线的倾斜角 直线的斜率

定义

当直线 l与 x轴相交时，我们以 x轴为基

准，x轴正方向与直线 l向上的方向之间

所成的角 叫做直线 l的倾斜角.当直线 l

与 x轴平行或重合时，规定它的倾斜角

为 0

当直线 l的倾斜角
π
2

  时，定义倾斜角

 的正切值 tan 叫做这条直线的斜率，

常用小写字母 k表示，即 tank  ；经

过两点 1 1 1( , )P x y ， 2 2 2( , )P x y （ 1 2x x ）

的直线 l的斜率公式为
1 2

2 1

2 1
PP

y yk
x x





区别
直线 l垂直于 x轴时，直线 l的倾斜角是

90°；倾斜角的取值范围为 [0, π)

直线 l垂直于 x轴时，直线 l的斜率不存

在；斜率 k的取值范围为 R

联系

（1）当直线 l不垂直于 x轴时，直线的斜率和直线的倾斜角为一一对应关系；

（2）当直线 l的倾斜角
π0,
2

   
 

时， 越大，直线 l的斜率越大；当 , ππ
2

   
 

时，

 越大，直线 l的斜率越大；

（3）所有的直线都有倾斜角，但不是所有的直线都有斜率

考点自测

1.过点 M（3，-4），且在两坐标轴上的截距相等的直线的方程为________.

2.已知两点 ( 3, 3)A  ， ( 3, 1)B  ，则直线 AB的斜率是________.

3.如果直线 l过 A（2，1）， 2(1, )( )B m mR 两点，那么直线 l的倾斜角 的取值范围是________.

4.已知点 A（2，-3），B（-3，-2），直线 l过点 P（1，1），且与线段 AB有交点，则直线 l

的斜率 k的取值范围是________.

5.过点（-1，2）且倾斜角为 30°的直线方程为（）
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A. 3 3 6 3 0x y    B. 3 3 6 3 0x y   

C. 3 3 6 3 0x y    D. 3 3 6 3 0x y   

6.如果 0AC  且 0BC  ，那么直线 0Ax By C   不过（）

A.第一象限 B.第二象限 C.第三象限 D.第四象限

11.2 直线的方程

直线方程的五种形式

名称 方程 适用范围

点斜式  0 0y y k x x   不含直线 0x x

斜截式 y kx b  不含垂直于 x轴的直线

两点式
1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x








不含直线 1 1 2( )x x x x  和直线

1 1 2( )y y y y 

一般式 0ax by c   （a，b不同时为零） 平面内所有直线都适用

点法式
0 0( ) ( ) 0a x x b y y    （a、b不同时

为零）

平面内所有直线都适用

考点自测

1.已知直线 l的倾斜角
π
4

  ，且经过与（2，3）关于 y轴对称的点 A，则直线 l的点斜式方

程为________.

2.经过点 M（1，-2）、N（2，3）的直线 l的两点式方程为________.

3.若直线 1l 与直线 2 : 4 3 5 0l x y   有相同的法向量，且直线 1l 在 x轴上的截距为-2，则直线

1l 的点法式方程为（）

A. 4 3( 2) 0x y   B. 4( 2) 3 0x y  

C. 4 3( 2) 0x y   D. 4( 2) 3 0x y  

4.若直线 1 1 1 0a x b y   和直线 2 2 1 0a x b y   都过点 A（2，1），则过点 1 1 1( , )P a b 和点

22 2( , )P a b 的直线方程是（）

A. 2 1 0x y   B. 2 1 0x y  
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C. 2 1 0x y   D. 2 1 0x y  

5.直线经过点 P（3，2），且在两坐标轴上的截距相等，求直线方程

11.3 两条直线的位置关系

1.两条直线平行与垂直的判定

两条直线平行

①对于两条不重合的直线 1l ， 2l ，若其斜率分别为 1k ， 2k ，则有

1 2 1/ /l l k k  ；

②当直线 1l ， 2l 不重合且斜率都不存在时， 1 2/ /l l

两条直线垂直

①如果两条直线 1l ， 2l 的斜率存在，设为 1k ， 2k ，则有 1 2 1 2 1l l k k     ；

②当其中一条直线的斜率不存在，而另一条直线的斜率为 0 时， 1 2l l

2.由一般式方程确定两直线位置关系的方法

直线方程 1l 与 2l

1 1 1 1: 0l a x b y c  

（ 1a 、 1b 不同时为零）

2 2 2 2: 0l a x b y c  

（ 2a 、 2b 不同时为零）

垂直的充要条件 1 2 1 2 0a a b b 

平行的充要条件  1 1 1
2 2 2

2 2 2

0a b c a b c
a b c

  

相交的充要条件  1 1
2 2

2 2

0a b a b
a b

 

重合的充要条件  1 1 1
2 2 2

2 2 2

0a b c a b c
a b c

  

3.两条直线的夹角

设直线 1 1 1 1: 0l a x b y c   的斜率为 1k ，直线 2 2 2 2: 0l a x b y c   的斜率为 2k .

两条相交直线的夹角为 ，平面上两条直线相交时构成四个角，它们是两对对顶角，我

们规定两条相交直线所成的锐角（或直角）是两条相交直线的夹角，取值范围是：
π0
2

  ，

cos 1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

a a b b

a b a b





  
，
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2 1 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

tan
1
k k a b a b
k k a a b b


 

 
 

，

考点自测

1.已知 ( 2, )P m ， ( ,4)Q m ，且直线 PQ垂直于直线 1 0x y   ，则 m=________.

2.已知直线 1 : 2 0l x ay   和 2 : ( 2) 3 6 0l a x y a    ，则 1 2/ /l l 的充要条件是 a=________.

3.已知直线 1 : 3 2 0l x y   ， 2 : 3 3 5 0l x y   ，则直线 1l 和 2l 的夹角为________.

4.直线 3 2 6 0x y   和 2 5 7 0x y   的交点的坐标为（）

A.（-4，-3） B.（4，3） C.（-4，3） D.（3，4）

5.若原点在直线 l上的射影是 P（-2，1），则直线 l的方程为（）

A. 2 0x y  B. 1 2( 2)y x    C. 2 5y x  D. 2 3y x 

11.4 点到直线的距离

1.三种距离公式

（1）平面上的两点 1 1 1( , )P x y ， 2 2 2( , )P x y 间的距离公式    2 2
1 2 1 2 1 2PP x x y y    .特别地，

原点 O（0，0）与任一点 ( , )P x y 的距离 2 2| |OP x y  .

（2）点 0 0 0( , )P x y 到直线 : 0l ax by c   的距离为 0 0

2 2

ax by c
d

a b

 



.

（3）两条平行线 1 0ax by c   与 2 0ax by c   间的距离为 1 2

2 2

c c
d

a b





.

2.点关于直线的对称问题

（1）点 0 0 0( , )P x y 关于直线 y x b  的对称点  0 0' ,P y b x b  ；

（2）点 0 0 0( , )P x y 关于直线 y x b   的对称点  0 0' ,P b y b x  ；

（3）点 0 0 0( , )P x y 关于直线 y kx b  的对称点 '( , )P m n 满足

0

0

0 0

1 ,

0.
2 2

n y
m x k
x m y n

k b

   


     

考点自测

1.已知直线 3 4 3 0x y   与直线 6 14 0x my   平行，则它们之间的距离是________.

2.已知点 ( ,2)( 0)a a  到直线 : 3 0l x y   的距离为 1.则 a等于（）



学科网（北京）股份有限公司

59

A. 2 B. 2 2 C. 2 1 D. 2 1

3.若直线 1 : ( 4)l y k x  与直线 2l 关于点（2，1）对称，则直线 2l 恒过定点（）

A. (0,4) B. (0,2) C. ( 2,4) D. (4, 2)

4.直线 l过点 P（-1，2）且到点 A（2，3）和点 B（-4，5）的距离相等，求直线 l的方程.

第十二章 圆锥曲线

12.1 圆

1.圆的定义及其方程

（1）圆的标准方程： 2 2 2 )( ) 0( ) (x a y b r r    是以点 ( , )a b 为圆心，r为半径的圆的方程，

叫做圆的标准方程.

参数方程

（2）圆的一般方程：当 2 2 4 0D E F   时，二元二次方程 2 2 0x y Dx Ey F     叫做圆

的一般方程.圆心为 ,
2 2
D E   

 
，半径长为

2 2 4
2

D E F  .

2.直线与圆的位置关系（半径为 r，圆心到直线的距离为 d）

相离 相切 相交

图形

量化
方程观点 0  0  0 

几何观点 d r d r d r

（1）圆的切线方程常用结论

①过圆 2 2 2x y r  上一点 0 0( , )P x y 的圆的切线方程为 2
0 0x x y y r  .

② 过 圆 2 2 2( ) ( )x a y b r    上 一 点 0 0( , )P x y 的 圆 的 切 线 方 程 为

0 0( )( ) ( )( )x a x a y b y b r      .

③过圆 2 2 2x y r  外一点 0 0( , )M x y 作圆的两条切线，则两切点所在直线方程为

2
0 0x x y y r  .
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（2）有关弦长问题的两种求法

几何法

直线被圆截得的半弦长
1
2
AB ，弦心距 d和圆的半径 r构成直角三角形，即

2 22AB r d 

代数法

联立直线方程和圆的方程，消元转化为关于 x的一元二次方程，由根与系数

的关系即可求得弦长  22 2
1 2 1 2 1 2| | 1 1 4AB k x x k x x x x       或

 2
1 2 1 2 1 22 2

1 1| | 1 1 4AB y y y y y y
k k

      

3.圆与圆的位置关系（两圆半径为 1r ， 2r ， 1 2d OO ）

（1）外离 外切 相交 内切 内含

（2）相交圆公共弦所在直线方程的求法

考点自测

1.方程 2 2 22 2 1 0x y ax ay a a       表示圆，则 a的取值范围是________.

2.圆心在直线 2 0x y  上的圆 C与 y轴的正半轴相切，圆 C截 x轴所得的弦的长为 2 3 ，

则圆 C的标准方程为________.

3.过点 A（1，2）总可作两条直线与圆 2 2 22 15 0x y kx y k      相切，则 k的取值范围是

________.

4.已知圆 2 2: ( 1) 1M x y   ，圆 2 2 9: ( 1)N x y   ，动圆 P与圆 M外切并与圆 N内切，则

圆心 P的轨迹方程为________.

5.已知圆 2 2: 25O x y  ，直线 1: y kx kl    ，则直线 l被圆 O截得的最短弦长为________.

6.已知圆 2 2: 2 2 2 0M x y x y     ，直线 : 2 2 0l x y   ，P为 l上的动点，过点 P作圆 M

的切线 PA，PB，切点为 A，B，当 PM AB 最小时，直线 AB的方程为（）

A. 2 1 0x y   B. 2 1 0x y   C. 2 1 0x y   D. 2 1 0x y  

12.2 椭圆

1.椭圆的定义

平面上到两个定点 1F ， 2F 的距离之和等于常数 1 22 (2 )a a F F 的点的轨迹叫做椭圆.

当 2 2a c 时，轨迹是椭圆；



学科网（北京）股份有限公司

61

当 2 2a c 时，轨迹是一条线段 1 2F F ；

当 2 2a c 时，轨迹不存在.

这两个定点 1F ， 2F 叫做椭圆的焦点，两个焦点间的距离 1 2F F 叫做焦距.

2.椭圆的标准方程

焦点在 x轴上时：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    ；

焦点在 y轴上时，
2 2

2 2 1( 0)y x a b
a b

    ； 其中 2 2 2c a b  .

参数方程

3.椭圆的几何性质

条件 2 2a c ， 2 2a b ， 0a  ， 0b  ， 0c 

图像

标准方程

焦 点 在 x 轴 上 时 ：

2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

   

焦 点 在 y 轴 上 时 ，

2 2

2 2 1( 0)y x a b
a b

   

几

何

性

质

焦点坐

标
1( ,0)F c ， 2 ( ,0)F c 1(0, )F c ， 2 (0, )F c

顶点

1( ,0)A a ， 2 ( ,0)A a ； 1(0, )B b ，

2 (0, )B b

1(0, )A a ， 2 (0, )A a ； 1( ,0)B b ，

2 ( ,0)B b

范围 | |x a ， | |y b | |x b ， | |y a

对称性 对称性关于 x，y轴均对称，关于原点中心对称

轴 轴长轴 1 2A A 的长为 2a，短轴 1 2B B 的长为 2b

焦距 1 2 2F F c

离心率
ce
a

 ， (0,1)e
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a，b，c

的关系

2 2c a b 

焦点三

角形面

积

1 2

2 1 2tan
2PF F
F PFS b 

△

考点自测

1.已知椭圆的中心在原点，以坐标轴为对称轴，且经过两点
3 5,
2 2

  
 

， ( 3, 5) ，则椭圆的

方程为________.

2.已知椭圆
2 2

: 1
2 4
x yC   ，过椭圆 C上一点 (1, 2)P 作倾斜角互补的两条直线 PA，PB，分

别交椭圆 C于 A，B两点，则直线 AB的斜率为________.

3.如图所示，圆 O的半径为定长 r，A是圆 O内一个定点，P是圆上任意一点，线段 AP的

垂直平分线 l和半径 OP相交于点 Q，当点 P在圆上运动时，点 Q的轨迹是（）

A.椭圆 B.双曲线 C.抛物线 D.圆

4.已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，离心率为
1
2
，过 2F 的直线

与椭圆 C交于 A，B两点，若 1F AB△ 的周长为 8，则椭圆方程为（）

A.
2 2

1
4 3
x y

  B.
2 2

1
16 12
x y

  C.
2

2 1
2
x y  D.

2 2

1
4 2
x y

 

5.如图所示，圆柱形玻璃杯中水的液面呈椭圆形状，则该椭圆的离心率为（）

A. 3
3

B. 1
2

C. 2
2

D. 3
2
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12.3 双曲线

1.双曲线的定义

平面内到两个定点 1F ， 2F 的距离之差的绝对值等于常数 1 22 (0 2 )a a F F  的点的轨迹叫做

双曲线.定点 1F ， 2F 叫做双曲线的焦点，两个焦点间的距离 1 2F F 叫做双曲线的焦距.

若 1 22a F F ，则其轨迹为分别以 1F ， 2F 为端点不包括线段 1F ， 2F 的两条射线；

若 1 22a F F ，则其轨迹不存在；

还要注意定义中“绝对值”的条件也不可少.因为仅满足 1 2 2MF MF a  的轨迹只是双曲线

的一支.

2.双曲线的标准方程和几何性质

标准方程
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

   
2 2

2 2 1( 0, 0)y x a b
a b

   

图像

性

质

范围 x a  或 x a ， yR xR， y a  或 y a

对称性
对称轴：x轴，y轴

对称中心：（0，0）

对称轴：x轴，y轴

对称中心：（0，0）

顶点 顶点坐标： 1( ,0)A a ， 2 ( ,0)A a 顶点坐标： 1(0, )A a ， 2 (0, )A a

渐近线
by x
a

 
ay x
b

 

焦点坐

标
1( ,0)F c ， 2 ( ,0)F c 1(0, )F c ， 2 (0, )F c

离心率
ce
a

 ， (1, )e 

焦距 1 2 2F F c

实虚轴 线段 1 2A A 叫做双曲线的实轴，它的长 1 2 2A A a ；线段 1 2B B 叫做双曲线的虚
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轴，它的长 1 2 2B B b ；

a叫做双曲线的实半轴长，b叫做双曲线的虚半轴长.

a，b，c的关系， 2 2 2 ( 0, 0)c a b c a c b      .

考点自测

1.已知斜率为 1 的直线 l与双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    相交于 A，B两点，且 AB的中

点为 M（1，3），则双曲线的渐近线方程为________.

2.设双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的左焦点为 F，直线 4 3 20 0x y   过点 F且与双曲线

C在第二象限的交点为 P，O为原点，若 | | | |OP OF ，则双曲线 C的离心率为________.

3.已知圆 2 2
1 : ( 3) 1C x y   和圆 2 2

2 : ( 3) 9C x y   ，动圆 M同时与 1C 及圆 2C 相外切，则

动圆圆心 M的轨迹方程为________.

4.已知双曲线 2 2 4x y  ， 1F 是左焦点， 1P， 2P 是右支上的两个动点，则 1 1 1 2 1 2FP FP PP 

的最小值是________.

5.已知 1F ， 2F 是双曲线
2

2 1
4
x y  的两个焦点，P在双曲线上，且满足 1 2 90F PF  ，则

1 2F PF△ 的面积为________.

12.4 抛物线

1.抛物线的定义

平面上到一个定点 F和到一条定直线 l（F不在 l上）距离相等的点的轨迹叫做抛物线.点 F

叫做抛物线的焦点，定直线/叫做抛物线的准线.

2.抛物线的标准方程与几何性质

标准方程

2 2 ( 0)y px p  2 2 ( 0)y px p   2 2 ( 0)x py p  2 2 ( 0)x py p  

p的几何意义：焦点离 F到准线 l的距

图形

顶点 (0,0)O

对称轴 x轴 y轴
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焦点 ,0
2
pF  

 
 

,0
2
pF   

 
0,

2
pF  

 
 

0,
2
pF   

 

离心率 1e 

准线方程
2
px  

2
px 

2
py  

2
py 

范围 0x  ， yR 0x  ， yR 0y  ， xR 0y  ， xR

开口方向 向右 向左 向上 向下

焦半径（其中

0 0( , )P x y ）
0| |

2
pPF x  0| |

2
pPF x   0| |

2
pPF y  0| |

2
pPF y  

考点自测

1.已知点
1 ,0
4

F   
 

，直线
1:
4

l x  ，点 B是直线 l上的动点，若过 B垂直于 y轴的直线与线

段 BF的垂直平分线交于点 M，则点 M所在曲线是（）

A.圆 B.椭圆 C.双曲线 D.抛物线

2.以双曲线
2 2

1
4 5
x y

  的中心为顶点，且以该双曲线的右焦点为焦点的抛物线方程是

________.

3.已知直线 ( 2)( 0)y k x k   与抛物线 2: 8C y x 相交于 A，B 两点，F 为 C 的焦点，若

| | 2 | |FA FB ，则 k的值为________.

4.若 F 是抛物线 2 4y x 的焦点，点 iP （ i=1 ， 2， 3，…， 100）在抛物线上，且

1 2 100 0PF P F P F   
   

 ，则 1 2 100P FF P F P   
  

 ________.

5.抛物线 2 2 ( 0)y px p  的焦点为 F，点 A，B在此抛物线上，且 120AFB  ，弦 AB的中

点 M在其准线上的射影为 M'，则
'

| |
MM
AB

的最大值为________.

6.设 P是抛物线 2 4y x 上的一个动点，F是抛物线的焦点.若 B（3，2），则 PB PF 的最

小值为________.

7.在抛物线 24y x 上求一点，使该点到直线 4 5y x  的距离最短，该点的坐标是________.

8.若直线 2y kx  与抛物线 2 4y x 仅有一个公共点，则实数 k=________.
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第十三章 计数原理

13.1 排列与组合

1.排列数、组合数的定义、公式、性质

排列数 组合数

定义
从 n个不同元素中取出 m（m n ）个

不同元素的所有排列的个数

从 n个不同元素中取出 m（m n ）个

不同元素的所有组合的个数

公式

P ( 1)( 2) ( 1)m
n n n n n m    

!
( )!
n

n m




P
C

P

m
m n
n m

m

 

( 1)( 2) ( 1)
!

n n n n m
m

   

!
!( )!
n

m n m




性质 P !n
n n ， 0! 1 C Cm n m

n n
 ， 1

1C C Cm m m
n n n


  

求解排列应用问题的六种常用方法

考点自测

1.6 把椅子摆成一排，3 人随机就座，任何两人不相邻的坐法种数为（）

A.144 B.120 C.72 D.24

2.将字母 a，a，b，b，c，c排成三行两列，要求每行的字母互不相同，每列的字母也互不

相同，则不同的排列方法共有（）

A.12 种 B.18 种 C.24 种 D.36 种

3.从 4 名男同学和 3 名女同学中选出 3 名参加某项活动，求男女生都有的选法种数.

4、3 名女生和 5 名男生排成一排.
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（1）若女生全排在一起，有多少种排法？

（2）若女生都不相邻，有多少种排法？

（3）若女生不站两端，有多少种排法？

（4）其中甲必须排在乙左边（可不邻），有多少种排法？

（5）其中甲不站最左边，乙不站最右边，有多少种排法？

5、（1）国家教育部为了发展贫困地区教育，在全国重点师范大学免费培养教育专业师范生，

毕业后要分到相应的地区任教.现有 6 个免费培养的教育专业师范毕业生要平均分到 3 所学

校去任教，有________种不同的分派方法.

（2）某国际会议举行期间，为了保证安全，将 5 个安保小组全部安排到指定三个区域内工

作，且这三个区域每个区域至少有一个安保小组，则这样的安排方法共有（）

A.96 种 B.100 种 C.124 种 D.150 种

（3）将甲、乙等 5 名交警分配到三个不同路口疏导交通，每个路口至少一人，且甲、乙在

同一路口的分配方案共有（）

A.18 种 B.24 种 C.36 种 D.72 种

6.将 6 本不同的书分给甲、乙、丙、丁 4 个人，每人至少 1 本的不同分法共有________种.

（用数字作答）

7.现有 10 个优秀学生指标分配给 6 个班级，每个班至少一个指标，则共有________种不同

的分配方案.

13.2 二项式定理

1.二项式定理

（1）二项式定理： 0 1 1( ) C C C Cn n n r n r r n n
n n n na b a a b a b b         （n为正整数）；

（2）通项公式： 1 Cr n r r
r nT a b
  ，它表示第 1r  项；

（3）二项式系数：二项展开式中各项的系数 0 1C ,C , ,Cn
n n n .

2.二项式系数的性质

性质 性质描述

对称性 与首末等距离的两个二项式系数相等，即C Cr n r
n n



增减性 二项式系数 Cr 当
1

2
nr 

 （n为正整数）时，二项式系数是递增的
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当
1

2
nr 

 （n为正整数）时，二项式系数是递减的

最大值
当 n为偶数时，中间的一项 2C

n

n 取得最大值

当 n为奇数时，中间的两项
1

2C
n

n



和
1

2C
n

n



相等，同时取得最大值

3.各二项式系数和

（1） ( )na b 展开式的各二项式系数和： 0 1 2C C C C 2n n
n n n n     .

（ 2 ） 偶 数 项 的 二 项 式 系 数 的 和 等 于 奇 数 项 的 二 项 式 系 数 的 和 ， 即

0 2 4 1 3 5 1C C C C C C 2 n
n n n n n n

         .

考点自测

1. 4(1 2 )x 展开式中第 3 项的二项式系数为________.

2.若 4 2 3 4
0 1 2 3 4( 1)x a a x a x a x a x      ，则 0 2 4a a a  的值为________.

3.
0 1 2 2021
2021 2021 2021 2021
0 2 4 2022
2022 2022 2022 2022

C C C C
C C C C

   
   




的值为（）

A.1 B.2 C.2021 D.2021×2022

4.二项式
51 2

2
x y  

 
的展开式中 3 2x y 的系数是（）

A.5 B.-20 C.20 D.-5
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第十四章 概率与统计

14.1 随机现象、古典概率

一、随机事件的关系

1.随机试验

观察一定条件下发生的现象，通常叫做试验.事件的条件实现一次，称为一次试验.一个试验

如果可以在相同的条件下重复进行；而且每次试验的结果可以不同，并且能事先明确试验的

所有可能结果；进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现，具有偶然性.我们就称它为

随机试验，简称试验.

2.事件的关系与运算
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样本空间：一个随机现象中依某个角度观察其所有可能出现（发生）的结果所组成的集合称

为一个样本空间，用表示，其中的元素称为基本事件或者样本点.

基本事件：一次试验连同其中可能出现的每一具体结果称为一个基本事件，通常试验的某一

事件 A由几个基本事件组成.

随机事件：在一定条件下可能发生也可能不发生的事件.

必然事件：在一定条件下必然要发生的事件，记作 .

不可能事件：在一定条件下不可能发生的事件，记作 .

互斥事件：在同一次试验中，不可能同时发生的两个事件叫做互斥事件，也叫做互不相容事

件.

对立事件：在一次试验中，如果两个互斥事件必然有一个发生，那么其中一个事件叫做另一

个事件的对立事件.即设 A和 B互为对

立事件，满足（1） A B   ；（2） A B   .

二、频数、频率及经验概率

1.频数与频率：独立地重复一个伯努利试验 n次，其中成功的次数记作 nS ，那么 nS
n

就被称

为（n次试验中）成功的频率.频率是一个数，依赖于试验次数 n.它不是一个确定的数，而是

一个随机的数.

2.伯努利大数定律：独立地重复一个伯努利试验 n次，当 n很大时，频率 nS
n

逼近概率.

3.经验概率：频率在大数次的试验中稳定于某一常数（概率）这个事实非常重要.正因为如此，

在实际中可以把频率作为概率（的估计值）来应用.频率也称为经验概率，计算它通常是为

了估计概率 P.为了区别于概率，经验概率用 P来表示.

三、随机事件的概率

1.概率的基本性质

（1）任何事件 A的概率都在 0~1 之间，即 0 ( ) 1P A  .

（2）必然事件的概率为 1，不可能事件的概率为 0.

2.概率的加法公式

（1）如果事件 A与 B互斥即 A B   ，那么 ( ) ( ) ( )P A B P A P B  .

（ 2）如果事件 A 与事件 B 互为对立事件，则 A B 为必然事件， ( ) 1P A B  且

( ) 1 ( )P A P B  成立.

四、古典概率模型
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1.古典概型

具有以下两个特点的概率模型叫做古典概率模型：

（1）有限多结果；

（2）等可能性.

2.古典概率

随机事件 A是基本事件的某个集合，即样本空间的一个子集，用符号 ( )P A 表示事件 A发生

的概率，那么事件 A发生的概率为
| |( )
| |
AP A 


.其中， | |A 表示事件 A中的基本事件个数，

而 | | 表示样本空间中的基本事件个数.上式说明概率是事件中的元素个数与样本空间中元

素个数的比值.

考点自测

1.为了实施“科技下乡，精准脱贫”战略，某县科技特派员带着 A，B，C三个农业扶贫项

目进驻某村，对仅有的四个贫困户甲、乙、丙、丁进行产业帮扶，若每个贫困户只能选择一

个扶贫项目，每个项目至少有一户选择，则甲、乙两户选择同一个扶贫项目的概率为

________.

变式与提高

1.若 m是集合 1,3,5,7,9,11 中任意选取的一个元素，则椭圆
2 2

1
2

x y
m

  的焦距为整数的概率

为________.

14.2 随机事件的独立性

1.如果事件 A出现和事件 B出现互相之间没有影响，即其中一个事件的发生对另一事件发生

的概率没有影响，那么就称事件 A和事件 B互相独立.两个事件 A与 B（相互）独立是指它

们同时发生的概率等于它们各自发生概率的乘积，即 ( ) ( ) ( )P A B P A P B .

2.如果 A与 B是独立的，则 A与 B、A与 B、 A与 B也是互相独立的.

考点自测

1.某企业有甲、乙两个研发小组，他们研发新产品成功的概率分别为
2
3
和

3
5

.现安排甲组研发

新产品 A，乙组研发新产品 B，设甲、乙两组的研发相互独立.则至少有一种新产品研发成功

的概率为________.

2.如图，从甲地到丙地要经过两个十字路口（十字路口 1 与十字路口 2），从乙地到丙地也要

经过两个十字路口（十字路口 3 与十字路口 4），设各路口信号灯工作相互独立，且在 1，2，
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3，4 路口遇到红灯的概率分别为
1
2
，

1
2
，

1
3
，

1
2

.则一辆车从乙地到丙地至少遇到一个红灯

的概率为________.

3.实验女排和育才女排两队进行比赛，在一局比赛中实验女排获胜的概率是
2
3
，没有平局.

若采用三局两胜制，即先胜两局者获胜且比赛结束，则实验女排获胜的概率等于________.

4.每次试验的成功率为 (0 1)p p  ，重复进行 10 次试验，其中前 7 次都未成功，后 3 次都

成功的概率为________.

5.如果
1( )
2

P A  ，
3( )
4

P B  ，那么（）

A. 3( )
8

P A B  B.
4

( 1)P A B  C. 1 1( )
4 2

P A B  D.
8

1 ( )
4

3P A B 

14.3 条件概率与相关公式

1.条件概率的公式

在事件 A发生的条件下，事件 B发生的概率为
( )( )

( )
P A BP B A
P A


 .

2.乘法公式： ( ) ( ) ( )P A B P A P B A .

考点自测

1.某种疾病的患病率为 0.50，患该种疾病且血检呈阳性的概率为 0.49，则已知在患该种疾病

的条件下血检呈阳性的概率为_________.

2.小智和电脑连续下两盘棋，已知小智第一盘获胜概率是 0.5，小智连续两盘都获胜的概率

是 0.4，那么小智在第一盘获胜的条件下，第二盘也获胜的概率是_________.

3.某种灯泡的使用寿命为 2000 小时的概率为 0.85，超过 2500 小时的概率为 0.35，若某个灯

泡已经使用了 2000 小时，那么它能使用超过 2500 小时的概率为_________.

4.现从 4 名男医生和 3 名女医生中抽取两人加入“援鄂医疗队”，用 A表示事件“抽到的两

名医生性别相同”，B表示事件“抽到的两名医生都是女医生”，则 ( )P B A  _________.

5.口袋中装有大小、形状相同的红球 2 个，白球 3 个，黄球 1 个，甲从中不放回地逐一取球，

已知在第一次取得红球的条件下，第二次仍取得红球的概率为_________.

6.设 A，B是两个事件，且 B发生 A必定发生， 0 ( ) 1P A  ， 0 ( ) 1P B  ，给出下列各式，
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其中正确的是（）

A. ( ) ( )P A B P B B. ( )( )
( )
P AP B A
P B



C. ( ) 1P A B  D. ( ) ( )P A B P A

14.4 随机变量的分布与特征、常用分布

一、随机变量及其分布列

1.随机变量与分布列

（1）随机变量：一般地，对于随机试验样本空间中任意给定的元素，都有唯一的实数

( )X  与之对应，我们称 X为随机变量.

（2）随机变量的分布：随机变量所有可能的取值以及相应的概率，称为随机变量的分布.

（3）当随机变量取所有值的概率均相等时，称它是等可能分布或均匀分布的，只取两个值

的随机变量称为伯努利型，其分布称为伯努利分布.一个如下形式的图表被称为一个分布：

1 2

1 2

n

n

x x x
p p p

 
 
 




，

其中 1 2, , , nx x x 是互异的实数， 1 2, , , np p p 是非负数，作为概率值，其总和为 1，即成立

1 2 1np p p    .

2.期望

（1）定义：如果随机变量 X的分布是 1 2

1 2

n

n

x x x
p p p

 
 
 




，那么它的期望定义为如下的加权

平均：

1 1 2 2[ ] n nE X x p x p x p    .

（2）期望的线性性质

①如果 X是一个随机变量，a是一个实数，那么 [ ] [ ]E aX aE X .

②如果 X、Y是两个随机变量，那么 ][[ []]E X Y E X E Y   .

3.方差

（1）我们用 X与其期望的偏差的平方的期望，即 2[( [ ]) ]E X E X 来衡量随机变量 X的分散

度，称为 X的方差，记为 [ ]D X .其方差的计算公式： 2 2[ ][ ] ( [ ])D X E X E X  .

（2）方差的性质
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①如果 X是一个随机变量，a是一个实数，那么 2[ ] [ ]D aX a D X .

②如果 X、Y分别是两个独立的随机试验所对应的随机变量，那么 [ ] [ ] [ ]D X Y D X D Y   .

4.常用结论

若Y aX b  ，其中 a，b是常数，X是随机变量，则

（1）  E k k ，   0D k  ，其中 k为常数；

（2） [ ] [ ]E aX b aE X b   ， 2 ][ []D aX b a D X  ；

（3）      1 2 1 2E X X E X E X   ；

（4） 2 2[ ][ ] ( [ ])D X E X E X  ；

（5）若 1X ， 2X 相互独立，则 1 2 1 2[ ] [ ][ ]E X X E X E X  .

5.二项分布

（1）独立地重复一个成功概率为 p的伯努利试验 n次，其成功次数的分布称为二项分布，

亦称成功次数 X服从二项分布 ( , )B n p ；

（2）设 X服从二项分布 ( , )B n p ，则 X的期望为 np，方差为 (1 )np p .

6.超几何分布

（1）从一个装有大小与质地相同的 a个白球、b个黑球的袋中随机且不放回地取 n个球，

其中白球数的分布称为超几何分布；

（2）记白球个数为 X，则变量 X的分布为： 0 1 1 0

0 1
C C C C C C C C
C C C C

n n k n k n
a b a b a b a b
n n n n
a b a b a b a b

k n
 

   

 
 
 
 
 

 

 
；

（3）设 X服从超几何分布，则 [ ] naE X
a b




.

7．正态分布曲线

1、正态密度函数

数学中的正态分布是指由下面的函数所表达的分布：

2

2

2

( )
2

, 2

1( )
2

x

x e



 







 ，

( , )x   其中有两个参数：

（1）  是该分布的期望或均值；

（2） 2 是该分布的方差，且总是假设 0  ．这个函数的图像如同钟形，该函数在数学上

称为正态密度函数，也称为钟形曲线．
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2、正态分布

定义 设 X 是一个取实数值的随机变量．如果对任何给定的实数 a与 b（ a b ），X

落在区间 ( , )a b 上的概率 p（ a X b  ）等于三条直线： 0y  、 x a 、 x b 与正态

密度函数 2,
( )y x

 
 的图像所围的区域面积（或者简称作此函数在该区间上的面积），那

么 X 服从正态分布，或更准确地说，X 服从参数为 、 2 的正态分布，记为 2( , )X N   .

当 0  、 2 1  时，相应的正态分布称为标准正态分布，记作 (0,1)X N ，其密度函数

2

21
2

x

y e



 ，称为标准正态分布的密度函数，简记作 ( )y x

3．三个邻域

会用正态总体在三个特殊区间内取值的概率值结合正态曲线求随机变量的概率．落在三个邻

域之外是小概率事件，这也是对产品进行质量检测的理论依据．

考点自测

1.有 6 个大小相同的黑球，编号为 1，2，3，4，5，6，还有 4 个同样大小的白球，编号为 7，

8，9，10，现从中任取 4 个球，有如下几种变量：①X表示取出的最大号码；②Y表示取出

的最小号码；③取出一个黑球记 2 分，取出一个白球记 1 分， 表示取出的 4 个球的总得分；

④ 表示取出的黑球个数.这四种变量中服从超几何分布的是________.

2.已知随机变量 X服从二项分布 ( , )B n p .若 [ ] 2E X  ，
4[ ]
3

D X  ，则 p=（）

A. 3
4

B. 2
3

C. 1
3

D. 1
4

3.在 n（n为正整数）次独立重复试验中，每次试验的结果只有 A，B，C三种，且 A，B，C

三个事件之间两两互斥.已知在每一次试验中，事件 A，B发生的概率均为
2
5
，则事件 A，B，

C发生次数的方差之比为（）

A.5：5：4 B.4：4：3 C.3：3：2 D.2：2：1

4.我们知道，在 n次独立重复试验（即伯努利试验）中，每次试验中事件 A发生的概率为 p，

则事件 A发生的次数 X服从二项分布 ( , )B n p ，事实上，在无限次伯努利试验中，另一个随
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机变量的实际应用也很广泛，即事件 A 首次发生时试验进行的次数 Y，显然

1( ) (1 ) kP Y k p p    ，k=1，2，3，…，我们称 Y服从“几何分布”，经计算得
1[ ]E Y
p

 .由

此推广，在无限次伯努利试验中，试验进行到事件 A和 A都发生后停止，此时所进行的试

验次数记为 Z，则 1 1( ) (1 ) (1 )k kP Z k p p p p      ，k=2，3，…，那么 [ ]E Z （）

A. 1 1
(1 )p p




B. 2

1
p

C. 1 1
(1 )p p




D. 2

1
(1 )p

14.5 随机抽样

一、总体和样本

1.总体与个体：在统计问题中，我们把研究对象的全体叫做总体，总体中的每一个对象叫做

个体，总体中所含个体的数量，称为总体的容量.从总体中抽取的一部分个体叫做这个总体

的一个样本，样本所含个体的数量称为样本量，也称样本容量.

2.统计量：描述样本特征的概括性数字度量，称为统计量.可以用这些样本的统计量来推断总

体的数字特征.

二、数据的获取

1.按照收集数据的不同方法，将数据分为观测数据和实验数据.观测数据是通过调查或观测而

收集到的数据，是在没有对有关事物进行人为控制的条件下得到的；实验数据是指在实验中

控制实验对象而收集到的数据.

2.普查：对总体的每个个体分别进行调查.

3.抽样：从总体中抽取样本的过程称为抽样.通过抽样进行调查研究的方法叫做抽样调查.

三、抽样方法

1.简单随机抽样：在抽样的过程中通过逐个抽取的方法抽取样本，且总体的每一个个体都有

同样的可能性被选入样本，这种抽样方法叫做简单随机抽样.其方法有抽签法和随机数表法.

简单随机抽样的特点：

（1）总体个数 N是有限的；

（2）是不放回抽样；

（3）总体中每个个体被选人样本的可能性相同.

2.分层随机抽样：一般地，当总体有差异明显的几个部分组成时，先把总体分成若干个部分，

然后从不同的部分中独立、随机地抽取样本，这种抽样的方法称为分层随机抽样，简称分层

抽样.
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分层抽样的方法如下：先将容量为 N的总体按要求分成 k层，每层的个体数分别记作 1N ，

2N ，…， kN ；在每层中分别随机抽取 1n ， 2n ，…， kn 个个体组成容量为 n的样本，使得

1 2 kN N N N    ， 1 2
1 2

1 2

, k
k

k

nn nn n n n
N N N

        .

考点自测

1.某市计划统计调查 22~35 岁青年的平均月开支占收入的比例.通过科学抽样获取了 2600 位

青年的月开支占收入的比例.在该问题中：

（1）样本量为________；

（2）样本是________________________________________________________.

2.某集团有老年职工 270 人，中年职工 540 人，青年职工 810 人.为了更好地调查他们的健康

情况，需从所有职工中抽取一个容量为 36 的样本，应采用的抽样方法是________分层抽样.

（用“简单随机抽样”或“分层抽样”填空）

3.我国古代数学名著《数书九章》有“米谷粒分”题：粮仓开仓收粮，有人送来米 1534 石.

验得米内夹谷，抽样取米一把，数得 254 粒内夹谷 28 粒，则这批米内夹谷约为________石.

（精确到整数）

4.从 50 件产品中随机抽取 10 件进行抽样.利用随机数表抽取样本时，将 50 件产品按 01，02，

03，…，50 进行编号，如果从随机数表的第 1 行，第 6 列开始，从左往右依次选取两个数

字，则选出来的第 4 个个体编号为（）

70 29 17 12 15 40 33 20 38 26

13 89 51 03 74 17 76 37 13 04

07 74 21 19 30 56 62 18 37 35

A.03 B.32 C.38 D.10

5.交通管理部门为了解机动车驾驶员（简称驾驶员）对某新法规的知晓情况，对甲、乙、丙、

丁四个社区做分层随机抽样调查，假设四个社区驾驶员的总人数为 N，其中甲社区有驾驶员

96 人.若在甲、乙、丙、丁四个社区抽取驾驶员的人数分别为 12，21，25，43，则这四个社

区驾驶员的总人数 N为（）

A.101 B.808 C.1212 D.2012

6.某医院从开始设计到建成完工后，记者要对部分参与人员采访.决定从 300 名机械车操控人

员，160 名管理人员和 240 名工人中按照分层抽样的方法抽取 35 人.

（1）求这些人中每个人被抽到采访的概率；
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（2）求从工人中抽取的人数.

14.6 统计图表

1.茎叶图：解读茎叶图和解读直方图一样，要注意整体形态.茎叶图既可以用于呈现单组数据，

也可以用于对两组同类数据的比较分析.

2.散点图：描述两变量间的因果关系.

考点自测

1.下图是一组实验数据得到的散点图，以下函数中适合作为 y与 x的回归方程的是（）

A. y ax b  B. 2( )y b x a c    C. logay b x c   D. xy b a c  

2.有下列三个命题：

①分层抽样中，每个个体被抽到的可能性与层数及分层有关；

②散点图是判断两个变量是否相关的一种重要方法和手段；

③在频率分布直方图中，各小矩形的面积之和为 1.

其中为真命题的是（）

A.①② B.①③ C.②③ D.①②③

3.某市为了解市民对机动车单双号限行的看法，随机调查了一部分市民，其年龄（岁）统计

结果如下，则这组数据的中位数为（）

A.30 B.32.8 C.35.6 D.40

4.下图是国家统计局 2021 年 11 月发布的全国居民消费价格的涨跌幅情况，现有如下说法：
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①2021 年 10 月份，全国居民消费价格的同比和环比均呈现增长趋势；

②2020 年 10 月至 2021 年 10 月，全国居民消费价格同比增长的月份个数是下跌的 5 倍；

③从 2020 年 10 月至 2021 年 10 月中任取 2 个月，全国居民消费价格的同比均呈现增长的概

率为
15
26

.

上述说法正确的个数为（）

A.0 B.1 C.2 D.3

5.如图是某赛季两位篮球运动员最近 10 场比赛中各自得分的茎叶图，两人的平均得分分别

为 x甲、 x乙 .则下列结论正确的是（）

A. x x甲 乙 ，甲比乙稳定 B. x x甲 乙 ，乙比甲稳定

C. x x甲 乙 ，甲比乙稳定 D. x x甲 乙 ，乙比甲稳定

14.7 统计估计

1.通过样本估计总体的集中趋势：

样本平均数 1 2
1

n

i n
i
x x x x



     ；

通过样本估计总体的离散程度：

样本方差  22

1

1 n

i
i

s x x
n 

  ，

样本标准差  2

1

1 n

i
i

s x x
n 

  .

2.估计百分位数
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第 k百分位数（k为 1 到 100 之间的整数，记作 Pk）即是将一组数据从小到大排列后，将数

据分成两部分：小于或等于第 k百分位数的数据占 k%，大于或等于第 k百分位数的数据占

(100 )k %.

考点自测

1.某市共青团委统计了甲、乙两名同学近十期“青年大学习”答题得分情况，整理成如图所

示的茎叶图.则下列说法中正确的是________.

①甲得分的 30%分位数是 31；

②乙得分的众数是 48；

③甲得分的中位数小于乙得分的中位数；

④甲得分的极差等于乙得分的极差.

2.某单位为了解该单位党员开展学习党史知识活动情况，随机抽取了部分党员，对他们一周

的党史学习时间进行了统计，统计数据如下表所示：

党史学习时间（小时） 7 8 9 10 11

党员人数 6 10 9 8 7

则该单位党员一周学习党史时间的众数及第 40 百分位数分别是（）

A.8，8.5 B.8，8 C.9，8 D.8，9

3.甲，乙两组数据的频率分布直方图如图所示，两组数据采用相同的分组方法，用 1x 和 2x 分

别表示甲、乙的平均数， 2
1s ， 2

2s 分别表示甲、乙的方差，则（）

A. 1 2x x ， 2 2
1 2s s B. 1 2x x ， 2 2

1 2s s C. 1 2x x ， 2 2
1 2s s D. 1 2x x ， 2 2

1 2s s
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第十五章 成对数据的统计分析

15.1、变量间的相关关系

1、变量之间的相关关系

两个变量之间的关系可能是确定的关系（如：函数关系），或非确定性关系．当自变量取值

一定时，因变量也确定，则为确定关系；当自变量取值一定时，因变量带有随机性，这种变

量之间的关系称为相关关系．相关关系是一种非确定性关系，如长方体的高与体积之间的关

系就是确定的函数关系，而人的身高与体重的关系，学生的数学成绩好坏与物理成绩的关系

等都是相关关系．

2、线性相关和非线性相关：
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两个变量之间的相关关系又可分为线性相关和非线性相关，如果所有的样本点都落在某一

函数曲线的附近，则变量之间具有相关关系（不确定性的关系），如果所有样本点都落在某

一直线附近，那么变量之间具有线性相关关系，相关关系只说明两个变量在数量上的关系，

不表明他们之间的因果关系，也可能是一种伴随关系．

3、两个变量相关关系与函数关系的区别和联系

（1）相同点：两者均是两个变量之间的关系．

（2）不同点：函数关系是一种确定的关系，如匀速直线运动中时间 t 与路程 s 的关系，相

关关系是一种非确定的关系，如一块农田的小麦产量与施肥量之间的关系，函数关系是两个

随机变量之间的关系，而相关关系是非随机变量与随机变量之间的关系；函数关系式一种因

果关系，而相关关系不一定是因果关系，也可能是伴随关系．

二、相关系数

两组数据 ix 和 iy 的线性相关系数是度量两个变量 x与 y之间线性相关程度的统计量，

其计算公式为
1

2 2

1 1

( )( )

( ) ( )

n

i i
i

n n

i i
i i

x x y y
r

x x y y



 

 


 



 
其中，

1

1 n

i
i

x x
n 

  ，
1

1 n

i
i

y y
n 

  ，它们分别是

这两组数据的算术平均数。

三、相关系数 r的性质

①当 0r  时，称成对样本数据正相关;当 0r  时，成对样本数据负相关；当 0r  时，成对

样本数据间没有线性相关关系.

②样本相关系数 r的取值范围为  1,1

当 r 越接近 1 时，成对样本数据的线性相关程度越强;

当 r 越接近 0 时，成对样本数据的线性相关程度越弱.

四、一元线性回归模型参数的最小二乘法

（1）经验回归方程的求解法：最小二乘法

回归直线方程过样本点的中心 ( , )x y ，是回归直线方程最常用的一个特征；

我们将 ŷ ax b  称为Y 关于 x的线性回归方程，也称经验回归函数或经验回归公式，

其图形称为经验回归直线。这种求经验回归方程的方法叫做最小二乘法，求得的 ˆ ˆ,b a，

叫做b，a的最小二乘估计,其中 a称为回归系数，它实际上也就是经验回归直线的斜率，

b 为截距.
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用最小二乘法求回归方程是为了使
2

1

ˆ( )
n

i
i

y y


 最小

其中


  

 


1 1
2 22

1 1

n n

i i i i
i i

n n

i i
i i

x x y y x y nx y
a

x x x nx

b y ax

 

 


  

  
  



 

 

 


15.2、分类变量与列联表

(1)分类变量

为了方便,会使用一种特殊的随机变量,区别不同的现象或性质,这随机变量称为分类变量.

(2) 2 2 列联表

①2×2 列联表给出了两个分类变量数据的交叉分类频数．

②定义一对分类变量 X 和Y ，我们整理数据如下表所示：

X
Y

合计
1y 2y

1x a b a b

2x c d c d

合计 a c b d n a b c d   

15.3、独立性检验

(1)独立性检验定义:

利用 2 的取值推断分类变量 X 和Y 是否独立的方法称为 2 独立性检验，读作“卡方独立性

检验”．简称独立性检验．

(2)独立性检验公式：

2
2 ( )

( )( )( )( )
n ad bc

a b c d a c b d
 


   

其中 n a b c d    （注意使用公式时分子的平方不要

忽略了）

3、零假设

要检验两个随机变量是否有关，统计上一般先假设它们没有关系，即相互独立，再进行

统计检验．这种假设称为原假设，也称为零假设，习惯上用 H0表示；

【说明】2×2 列联表独立性检验通常有如下步骤：

（1）提出两个随机变量没有关系的原假设 H0；

（２） 确定显著性水平α，本书中规定α＝0.05，也即犘（χ2≥3.841）≈0.05
（３） 计算统计量χ2 的值．

（４） 统计决断：比较上述χ2值与 3.841 的大小，若χ2 值≥3.841，则拒绝（或否定）犎０；
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若χ２ 值＜3.841，则不能拒绝（或否定）H0，即接受 H0；根据上述推断作出结论

考点自测

1、为加强素质教育，使学生各方面全面发展，某学校对学生文化课与体育课的成绩进行了

调查统计，结果如表：

体育课不及格 体育课及格 合计

文化课及格 57 221 278

文化课不及格 16 43 59

合计 73 264 337

在对体育课成绩与文化课成绩进行独立性检验时，根据以上数据可得到χ2的值为( )

A．1.255 B．38.214

C．0.003 7 D．2.058

【说明】2×2 列联表是 4 行 4 列，计算时要准确无误，关键是对涉及的变量分清类别；

2、为了解某大学的学生是否喜欢体育锻炼，用简单随机抽样方法在校园内调查了 120 位学

生，得到如下 2×2 列联表：

男 女 合计

喜欢 a b 73

不喜欢 c 25

合计 74

则 a－b－c等于( )

A．7 B．8 C．9 D．10

【说明】本题属于列联表与χ2 的计算；
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3、甲、乙两城之间的长途客车均由 A和 B两家公司运营．为了解这两家公司长途客车的运

行情况，随机调查了甲、乙两城之间的 500 个班次，得到下面列联表：

准点班次数 未准点班次数

A 240 20

B 210 30

（1）根据上表，分别估计这两家公司在甲、乙两城之间长途客车准点的概率；

（2）能否根据小概率值α＝0.1 的独立性检验，分析甲、乙两城之间的长途客车是否准点与

客车所属公司有关？

附：χ2＝
nad－bc2

a＋bc＋da＋cb＋d
，n＝a＋b＋c＋d.

α 0.1 0.05 0.01

xα 2.706 3.841 6.635
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